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0 نية الرياضية ا حديثة 





الحمدلله والصلاة على رسول الله وبعد. . فهذه ترحمة كتاب «الطرق الرياضية في العلوم» من 
اللغة الانجليزية إلى العربية» وأملى أن يسد فراغا كبيرا في ميدانه في اللغة العربية » وأن يثري 
المكتبة العربية التى لا تزال تفتقر إلى مثل هذه الكتب القيمة . 


هذا الكتاب واحد من سلسلة كتب مؤلفة من قبل رياضيين متمرسين لحعل بعض 


الأفكار الرياضية الهامة شيقة وفي متناول عدد كبير من طلاب المدارس وغيرهم من العامة . 


الكثير من المواضيع المعالجة في هذا الكتاب لا تدرس في مناهج المرحلة الثانوية وتتفاوت 
في صعوبتها . مع أن القاريء لا يحتاج ل الكثر من امو هلات العلمية لقراءة وفهم الكتاب 
إلا أنه فى حاجة إلى أن يبذل بعض الجهد الفكري لفهم ما فيه . 


يجب أن يعرف القاريء أن كتب الرياضيات لا تقرأ بسرعة . كذلك لا يتوقع أن يفهم كل 
ما فيها من القراءة الأولى . بإمكانه أن يترك بعض الأجزاء الصعبة ثم يعود إليها فيا بعد . أما 
المواضيع المألوفة فبإمكان القاريء أن يغطيها بسرعة . 


إن أفضل طريقة لتعلم الرياضيات هي تمارسة حل المسائل الرياضية . إننى أحفز 


3 الطرق الرياضية في العلوم 


القاريء أن يتعود على القراءة وفي يده قلم وورقة . ببذه الطريقة فقط تصبح الرياضيات ذات 


الحرفية الضيقة . لقد حاولت الابقاء ما أمكن على أسلوب المؤلف وطريقة عرضه للمواضيع 


والله أسأل أن يساهم هذا الكتاب في إثارة فضول قرائه وإنماء مهاراتهم وقدراتهم على 


التعلم والابتكار. 
والله ولي التوفيئّ. « 3 


دكتور صالح القوير 


الرياض ف فراير ٩۹۸۳‏ ١م‏ 


قت سه الهو سق 


«الطرق الرياضية في العلوم» هوعنوان مادة درستها عدة مرات في جامعة ستانفورد لمدرسي 
الرياضيات والعلوم . يحتوي هذا الكتاب على محتويات تلك المادة التي لم تظهر في صورة 
مطبوعة من قبل . راجع الجزء الأول من كتابي Mathematics and Plausible Reasoning‏ 
وخصوصا الفصول (". ۸ء 4). 

يعود الفضل في عرض المادة إلى الر وفيسور ليون باودن من جامعة فيكتوريا والذي 
راجع تسجيلا هذه المادة وأضاف العديد من التفاصيل والتحسينات . ومع ذلك فقد حافظنا 
على بعض صفات العرض الشفوي للمادة مثل التوسع وبعض الارتجال. 

من أهم أهداف هذه المادة الإشارة إلى التطور التاريخى لبعض المفاهيم العلمية 
الأساسية كمصدر لتحسين التدريس في الصف . لقد حرفنا العديد من التفاصيل التاريخية 
بقصد» ذلك لكي نجعلها مناسبة لطلاب المرحلة الثانوية ولكن قد يوجد بعض التحريف 
غير المقصود. التناسق التام بين المناسب تربويا والصحيح تاريخيا هوالشيء المطلوب ولكن 
هذا متعذر بسبب ضيق الوقت والامكانات المتوفرة لدي . كذلك يوجد بعض التفاصيل غير 
التاريخية المناسية من وجهة النظر التر بوية . 


في الختام امل أن يستفيد القاريء من هذا الكتاب» كما أكرر شكري للبر وفيسور باودن . 


جورج بوليا 
جامعة ستانفورد» يولية ۳٩۱۹م‏ 








الفصل الأول: من تاريخ الفلك: القياس والتقريب المتتالي 
الجزء الأول: القياس 
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ل الطرق الرياضية في العلوم 
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N1517‏ مدار المريخ 008ص 

(۱ - ۲ -۸) كلمة للقارىء الحصيف 

)٩ - ۲ - ۱(‏ مشكلة نيوتن حول مسار مذنب . 
الجزء الثالث: التقريب المتتالي 
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(۲ -5-7) مثلث فون ميسس للطير ان 


الفصل الثالث : من تاريخ الديئاميكا 
الجزء الأول: جاليليو 


)١-1١-5(‏ الأجسام الثقيلة تسقط أسرع؟ 
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۳۴ الول السارولى “سمه سمهي امد مبوو سيد El‏ 
الجزء الرابع : سرعة الهروب ١‏ 
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الفصل الرابع : التفكير الفيزيائي في الرياضيات 
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الى ء الثالث : التشه الما 
لحزء الثالث : التشبيه لمادي 575 


المحتور بات 
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في هذه المحاضرات سوف نعالج ئ' 

. مسائل فيزيائية بسيطة يمكن مناقشتها على مستوى المرحلة الثانوية‎ )١ 

؟) علاقة الرياضيات بالعلوم وعلاقة العلوم بالرياضيات . هذه العلاقة طريق باتجاهين. 
في العادة نطبق الرياضيات على العلوم ولكن يوجد تطبيقات في الاتجاه المعاكس . 
السائق الحيد يأخذ في الاعتبار حركة المرور في الاتجاه المعاكس . 

*) مباديء حساب التفاضل والتكامل لأنه من غير الممكن فهم كيفية تطبيق الرياضيات في 
المجالات العلمية بدون هذا العلم . 


كا يدل العنوان ‏ هذه المحاضرات تتعلق بالطرق - في البداية » يجب أن نعلم أنه لا يوجد 
طريقة واحدة للتعليم وأن عدد الطرق الجيدة يساوي عدد المدرسين الجيدين . لكي يتمكن 
المعلم من التدريس بصورة جيدة عليه أن ينمي إحساسه بادتهء لا يستطيع المعلم أن يشعر 
تلاميذه بحيوية المادة إذا لى يشعر مها هو نفسه . لا يستطيع أن يشاطرهم حماسه إذا لم يكن لديه 
حماس فى الأصل . إن الأسلوب الذي تعرض به فكرة معينة مهم كأهمية الفكرة نفسها . 


سوف اتبع الطريقة التطورية (7461104 06:62 ) . الفكرة الأساسية وراء هذه الطريقة 
هى أن الخطوات الى اكتسب بها الجنس البشري المعرفة تمثل خطوات جيدة لتعلمها من قبل 


من الطرق الرياضية في العلوم 


الأفراد. لقد اكتشفت العلوم المختلفة في ترتيب معين محدد باهتمامات البشروصعوية 
المفاهيم . لقد كانت الرياضيات وعلم الفلك من أولى العلوم التى تستحق هذه التسمية ومن 
ثم جاء علم الميكانيكا وعلم البصريات . . الخ . لقد تميزت كل حقبة زمنية من تطور الفكر 
البشري بنظرة معينة للعالم الخارجي . لقد تطورت الأفكار والمفاهيم ثما كان معروفا. الخطوات 
التالية والتعثرات كانت تعتمد على مدى قدرة الجنس البشري على المشي . الجنس البشري 
هنا مثل الطفل الصغير . ولكن هذا لا يعني انه يتحتم علينا تكرار جميع الأخطاء السابقة عند 
تدريس العلوم . لاما نقوله هنا هوأن الخطوات الأساسية في تطور المفاهيم العلمية تمثل 
خطوات فعالة لتعلمها. 





من تاريخ الفلك: القياس والتقر يب المتتالي 


الجزء الأول: القياس 


)١-1١-1١(‏ النضق 
لقد قاس الفلكيون بعد الشمس عن الأرض» وحتى أبعاد النجوم الثابتة. كيف 
قاسوها؟ طبعا ليس بالسير في الفضاء الخارجي واستعمال مسطرة قياس . بعد الأماكن التي لا 
يمكن الوصول اليها بحسب من بعد الأماكن التي يمكن الوصول إليها. لقياس النجوم نعود 

إلى الأرض» المسح الفلكي له أساس أرضي . 

سنبدأ بمشكلة أرضية . وجدت مدينة يونانية قديمة أن مصادر مياهها غير كافية بسبب 
تزايد سكانهاء ولذا كان من الضروري محويل الماء من مصدر في الحبال المجاورة . وحيث إنه 
كان هناك تل كبير. فقد وجب شق نفق فيه . بدأ العمال من طرف التل والتقوا في الوسط 
حسب المخطط . انظر الشكل .)١ - ١(‏ 


كيف حدد المخططون الانجاه الصحيح ليتأكدوا من أن العمال سيلتقون؟ كيف يمكنك 
التخطيط مثل هذا العمل؟ تذكر أن اليونانيين لا يعرفون إشارات الراديوولا التلسكوب. ومع 
ذلك استطاعوا اكتشاف طريقة ونجحوا في جعل أنفاقهم من الحانبين تلتقي داخل التل . فكر 


في هذا. 


۲ الطرق الرياضية في العلوم 
طبعاء لولم يكن مصدرالماء أعلى من المدينة لا انساب الماء عبر القناة بفعل ا جاذبية. 
لكن لكي ركز على الموضوع الرئيسي سرف نتجاهل الاختلاف في الشسوب. 





)١-١( شكل‎ 


تصبح المشكلة كا يلى : كيف يمكن تعيين خط النظر بين النقاط © و 5 عندما يعترضها 
التل؟ أنظر الشكل ١(‏ -7) . هذه مسألة هندسة تطبيقية . كيف يمكن رسم القطع المستقيمة 
'0© , “55 على المستقيم 05 بدون وصل © إلى 5؟ لا يُسمح بتخطى المساحة المظللة . 


الشيء الذي لا يمكن توصيله مباشرة يمكن توصيله بصورة غير مباشرة . لتكن © نقطة 
يمكن منها رؤية كل من © وك . إذا وصلنا ۵ إلى © و 5 نحصل على الشكل .)"-١(‏ 


بالتأكيد هذا الرسم يوحي بتطبيق حساب المثلشات . كيف نعين مثلثا؟ بقياس زواياه 
وأضلاعه . ما هي الزوايا التي يمكن قياسها في الشكل  ١(‏ ")؟ الزاوية عند © يمكن قياسها 
لآنه يمكن رؤية كل من © ومن © . ولكن ماذا عن الزوايا عند © و5؟ لا نستطيع قياس 
'000 > لان التل يعترض بين © و كولذا فالاتجاه 067 غير معروف . لنفس السبب لا 
يمكن حساب “055 4 » أوالطول 05. لذا يمكن قياس كل من 06 . 05 والزاوية 0 
- ضلعين والزاوية المحصورة ‏ وهذا كافي لتحديد المثلث 005 . 


من تاريخ الفلك : القياس والتقريب المتتالى ۳ 





شكل (۱۔۲ 
ضحي ١‏ شكل )7"-١(‏ 


لشرقن أن ©6يسارق ۲ ميل و 05 يساوي ” أميال و 53° = 2005 . يمكن الان 
عمل شكل بمقياس رسم حيث 0٤٥,‏ يساوي ٠١‏ بوصة. ,0,5 يساوي ٠۰‏ بوصة 
والزاوية 535 = ,0,0,5 4 . وحيث إن المثلشات المتشامهة متساوية الزواياء نستنتج أن 
OCS gi) 4 0060‏ .( = .رقر6 ,0 4 و LOSS’‏ (أي 050 ) - .١ر05‏ > 
انظر الشكل  ١(‏ 5) وهكذا حلت المسألة . 
القارىء الفطن قد لاحظ أنه يمكن حساب طول النفق وكذلك الجزء المخصص لكل 
مجموعة من العمال. اتجاها “00 و “55 محددان ويمكن حساب طوليههم| كذلك؛ من طول 
في المثلث المساعد يمكن استنتاج طول ٥S‏ عن طريق التناسب: طول النفق هو الفرق 


بين 05) ومجموع '00 و“585 . 


( Triangulation ( القياس: التثليث‎ )5-١-1١( 
لآق قلية عن القاس اه العسلية, وف يس :ؤاوية ما ا نفيسها تفا تمن‎ 
الطريقة الى قاسها بها اليونانيون قبل ألفي سنة . جهاز الثيودوليت الحديث أدق ولكن مبدا‎ 


: الطرق الرياضية في العلوم 





)4-١( شكل‎ 


القياس واحد ويعتمد في الأساس على المنقلة . ما هي المنقلة؟ إنها قوس أوأي محيط دائري 
مقسم إلى أجزاء متساوية. انظر شكل ١(‏ - 5). عندما نغير خط النظر من 0٤‏ إلى 0:5 فإنه 
يدور عبر عدد من تقسييات القوس الدائرى . حيث إن كمية الدوران متناسبة مع هذا العدد 
إذن يمكن اعتباره قياس للزاوية 05© > . لقد اتفق منذ عهد البابليين على اعتبار الدورة 
الكاملة ٠‏ درجةء ولذا فإننا نقسم المحيط إلى ۳٠١‏ جزءا متساويا (درجة) . عندما نحتاج 
إلى دقة أكبر والمنقلة كبيرة بحيث تسمح بتقسيمات إضافية فإننا نقسم كل درجة إلى ٠٠‏ جزءا 
متساوياً قياس كل منها واحد على ستين من الدرجة (دقيقة) وكذلك نقسم كل دقيقة إلى ٠٠‏ 


جزءا (ثانية) . 


يجب معرفة خطوط النظر 0€ , 05 بدقة لكي نتمكن من قياس 005 4 بدفة. ويتم 
ذلك بتعيين © , 5 بمساعدة شعرة على نبهاية أنبوبة اسطوانية مثبتة عند © . ويمكن الحصول 


من تاريخ الفلك : القياس والتقريب المتتالى ٥‏ 





شكل (١-ه)‏ شكل )"-١(‏ 


على نتائج أدق باستخدام أنبوبة التلسكوب . انظر الشكل ١(‏ -5). ولكن لا يمكن تفادي 
الخطأ تماما مهما كانت دقة القياسات . لذلك فإن مساحى اليوم مثل المساحين قبل ألفي سنة» 
يعملون عدة قياسات للزاوية ومن ثم يأخذون متوسطها. قياس الزاوية لا يزال عملية 
أساسية. 

القاريء الذي جرب النجارة كهواية يعرف مدى صعوبة عمل إطار وضبط زواياه. قد 
يظن البعض أن قياس الأطوال أسهل من الزواياء ولكن هذا غير صحيح . في أعمال 
اللساحة» قياس الزوايا عملية دقيقة نسبيا. إن قياس قطعة طوها ميل أوميلان عملية شاقة 
ومكلفة . يجب أن تكون القطعة مستوية تماما. صعوبة أخرى تتمثل في أن أدوات القياس من 
أسياخ وسلاسل يتغير طولها مع تغير الحرارة» وصعوبة أخرى تتعلق بضرورة كون الخط 
مستقيم . ان الرجال الذين بنوا المسارع في ستانفورد والذي طوله ميلان سيو كدون لك أن 
قياس الزوايا أسهل بكثير من عمل خط مستقيم . 


عندما نحدد خطا للقاعدة 48 فإن رؤ ية شىء بعيد © مثل قمة برج أو قمة جبل يمكننا 


من قياس الزاويتين 48٤‏ , 8/40 ولذا نستطيع حساب الطولين 4۴٩‏ ,80 بحساب المثلثات . 





1 الطرق الرياضية في العلوم 

هذان الطولان بدورهما يستخدمان كخطي قاعدة ومنہا نرى أشياء أخرى مثل ,€ , ,و0 
وهذا يؤدي إلى استعمال ,40 , C٥,‏ , و00ن), ,80 كخطوط قاعدة جديدة وهلم جرا . انظر 
شكل ١(‏ - ۷) . بهذا الأسلوب والمسمى التثليث يمكن مسح بلد كامل أوحتى قارة . 





)"”-١-1١(‏ كم يبعد القمر؟ 

الآن نترك الأرض ونتجه للسماء . كيف يمكن قياس بعد القمرعن الأرض؟ حيث إن 
هذه المسافة لا يمكن قياسها مباشرة. يجب قياسها بصورة غير مباشرة . نحتاج إلى خط قاعدة 
معلوم . هذه مشكلة تثليث . هل يمكن ربط المشكلة بالمثلث 48٤٣‏ في شكل (١-۷)؟‏ 
لاحظ شكل ١(‏ -8). الجواب نعم» إذا استطعنا حساب المسافة 48 والزوايا ”م . “8 . 
اذا حسبنا المسافة 48 على سطح الأرض (طول القوس) وكانت الزاوية # معلومة فمن 
الممكن حساب 04 (أو بالعكس إذا علمنا نصف القطر 04 . نستطيع تعيين الزاوية 0 ). 
ومن المثلث المتساوي الساقين 048 . تحسب المسافة المستقيمة 48 . ولكن كيف 
نحسب © ؟يمكن حساب الزاوية 4048 من المثلث 048 ., وهكذانعرف » 
عندما نعرف » . ولكن ما هي الزاوية » ؟ إنها الزاوية التي يعملها خط النظر إلى القمر مع 
الخط العمودي عند 4 . وكيف نعين الخط العمودي؟ يتم ذلك بتعليق الفادن. بنفس 
الأسلوب نعين “8 من 8 . لاحظ أنه لاغنى عن خط القاعدة» ولذا فإنه قبل أن يتمكن 
اليونانيون من قياس بعد القمر وجب عليهم معرفة شكل وحجم الأرض . 
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شكل (۸-۱) 
هناك عقبةء القمريتحرك بالنسبة للأرض. إذا قسنا 8 عند 8 بعد قياسنا للزاوية © عند 
4 » فإن 8 ليست الزاوية بين الخط العمودي والقمرعندما يكون عند © ٠‏ إنها الزاوية من 
القمر في مكان لاحق .€ . وبدلا من الحصول على المثلث 486 » نحصل على شكل 


رباعي B, ÛC, ٥‏ ,4وتمشل الطريقة . للتثليث جب أن تنما 





بق € على €٥‏ کا يجب قياس » 


و8 فى نفس الوقت. 


ولكن كيف يعرف الذي يقيس عند 8 متى يقيس الشخص الآخر عند 4 ؟ يمكن إرسال 
إشارة بواسطة مصباح لوكانت المسافة بينهها بضعة أميال» ولكن للحصول على قياس دقيق 
يجب أن يكون خط القاعدة أطول بكثير . تذكر أن كلا من 4٤‏ ,80 يساوي عشرات الآلاف 
من الأميال ولذا يجب أن يكون طول خط القاعدة مئات الأميال على الأقل . تذكر أيضاً أنه 
يكن لدى اليونانيين جهاز لإرسال إشارات ولا حتى ساعات دقيقة . إن المشكلة تبدومستحيلة 
ولكنهم تغلبوا عليها. كيف؟ لقد وجب على اليونانيين أن ينتظروا إشارة من القمر يمكن 
رؤ يتها عند 4 ,8 في نفس اللحظة . ولكن ما هي الإشارة؟ إنها خسوف القمر. أنظر شكل 
.)4-١(‏ إن خسوف القمريعطي أربع ظواهر مرئية عند 4 ,8 : )١(‏ البداية» (۲) اتمام 


۸ الطرق الرياضية في العلوم 


دخول القمرفي ظل الأرض» (۳) البداية و(٤)‏ اتهام ظهور القمرمن ظل الأرض. هل 
لاحظت أهمية خسوف القمر؟ قارن الفكرة هنا بها عملنا في شكل ١(‏ - ”). أليست عبقرية 
الإنسان شيئاً مذهلا؟ 





)4-١( شكل‎ 


)4-١-1١(‏ لاذا ندرس التثليث؟ 

لندع التثليث إلى التعليم . لماذا ييتم الطالب العادي بهذه المثلشات؟ أليس لديه 
اهتيامات وهوايات أخرى مثل الكرة والتليفزيون؟ إنه بالدرجة الأولى إنسان ولكن لهذا 
السبب لديه اهتهامات وحب استطلاع . لماذا لا يقدم الموضوع بالطريقة التى تستهويه؟ مادام 
أنه لم يصل إلى مرحلة معينة من النضج الفكري فإنه لن يتذوق أويفهم الأمور المعقدة. يجب 
أن نجعله يعلم أنه بدون المثلثات لا يوجد حساب مثلثات وبدون حساب مثلثات نعود آلاف 
السنين إلى الوراء إلى عهد الظليات الذي سبق عهد اليونانيين . 


من تاريخ الفلك : القياس والتقريب المتتالى ۹ 
الحزء الثانى : القياسات الفلكية 


7 ار يستا ركوس Aristarchus of Samos)‏ ( 
أريستاركوس رياضي وفلكي يوناني ولد في جزيرة ساموس حوالي ۳٠١‏ قبل الميلاد وتوفي 
حوالي 77٠١‏ قبل الميلاد وقد عاصر إقليدس . تعود شهرته إلى نظريته القائلة بأن الأرض 
والكواكب تدورفي مسارات حول الشمس . لقد كانت أدلته ضعيفة ولكن نظريته كانت 

عظيمة وقد طورها كوبرنيكس فيما بعد. 


مع أن أريستاركوس لم يعرف بعدي القمر والشمس عن الأرض إلا أنه تمكن من تقدير 
نسبتيه| بالاعتماد على فكرة مدهشة . لتنفهم عبقریته » فكر قليلا ماذا كنت تعمل؟ طريقته 


لاذا نرى القمر كاملا وأحيانا نصفه وأحيانا لا شىء عند نشوء القمرمن جديد؟ القمر 
يعتمد على الشمس في الإإضاءة لأنه لا يصدر ضوءا ذاتيا ولذا فإن نصف سطحه الكروى 
مضاء والنصف الآخر مظلم . (بصورة أدق. يمكن اعتبار أشعة الشمس الساقطة على سطح 
القمرمتوازية لأن الشمس بعيدة جدا ولذا فإنها تضيء أكثر من نصف سطح القمر بقليل) 
انظر شكل .)٠١ - ١(‏ الشخص الواقف عند ,۶ يرى نصف كرة كاملة مضاءة أي قمر 
کامل. وعئذ رط ماذا يرى؟ إن يخال رؤيته يحتوئ على أقل من نصف الكرة المضاءة وقليلة ' 
من المنطقة المظلمة . لذا فإنه يرى القمر كشكل أكبر من نصف دائرة . وعند الموقع ,م 
يحتوي مجال نظره على قليل من الجزء المضيء وكثير من المظلم . 


وحيث إنه يرى الجزء المضيء فقط فإن القمريظهر له كهلال. من الموقع ,7 لاايرى 
شيئا من الجزء المضيء ولا يرى قمرا أبدا. من أي مكان بالنسبة للشمس والقمر يمكنه رؤية 


3 الطرق الرياضية في العلوم 





)١٠١-١( شكل‎ 


أليس واضحا أن الشخص يرى نصف المنطقة المضيئة ونصف المظلمة عندما يكون عند 
المستقيم EE'‏ ؟ باختصار. في الشكل ١(‏ 7 الشخص الذي على الأرض يرى نصف 


قمر عندما تكون الزاوية 5845 قائمة . 


إذا كانت ظروف الطقس مواتية فإنه يمكن رؤ ية القمرفي الغبار خصوصا عند الغروب 
والشروق. لذا فإنه يمكن رؤية الشمس والقمرمعا. أحيانا يمكن رؤية الشمس والقمر 
نيما يكوث: رر القمر تست قمر ھی کا 5ع ق عله انقلة وعذا عا ف 
أريستاركوس . 


لاحظ في البداية أنه بدون الحاجة لأية قياسات نستطيع استنتاج أن الشمس أبعد من 
القمر كا فعل اليونانيون وهذه نتيجة من كون الوتر أكبر ضلع في المثلث القائم . كذلك لاحظ 
أنه بقياس » نعين الزاوية الثالثة (متممة » ) وهكذا نعرف شكل المثلث 5145 بدون أن 


من تاريخ الفلك : القياس والتقريب المتتالى ١١‏ 


معروفة. وهكذا نستنتج من تعريف جيب التهام أن نسبة المسافات ١٤‏ (القمر- الأرض) و 


القمر ظ 





)١١-١( شكل‎ 


بعد أن قاس أريستاركوس ين وجب عليه حساب 605 » ولم يكن لديه جداول يستعين 
بها . لقد كانت نتيجته خاطئة لسببين . الزاوية » قريبة من *8٠‏ حيث أي خطأ قليل يؤ ثرعلى 
النتيجة بصورة كبيرة. ثانيا بالنظر فقط لا يستطيع المرء تحديد متى يكون الطور نصف قمر 
بالضبط . ومع ذلك فخطة أريستاركوس عظيمة جداء فحيث إن الشمس أبعد بكثير من 
القمر عندما يكون نصف قمروحيث إن حجم الشمس والقمرعند رؤ يتهما من الأرض ثابت. 
يمكن القول بأن الشمس أبعد من القمر في جميع الأوقات . 


( -"-؟5) نصف قطر الأرض : ايراتوسثئيس (5ع08ع1::8]05]5‎ ١١ 
في السابق عند مناقشة بعد القمرعن الأرض › ذكرنا أنه من الضروري تحديد حجم‎ 
الأرضى . الآن السؤ ال مهام هو: ما هونصف قطر الأرض ؟‎ 


۱۲ الطرق الرياضية في العلوم 


عند التحدث عن نصف قطر الأرض فإننا طبعانعت برها كروية الشكل . هل هذا 
ومع ذلك يمكن اعتبارها كروية على وجه التقريب . 


إن تحديد حجم الأرض هو إنجاز ايراتوسثنيس الفذ. لقد كان جغرافيا وفلكيا وأيضا 
أشين عة الاسكتدرية الشهيرة والتى كانت أعظم مكتبة في عصرها . لقد عاش من حوالي 
٠١‏ إلى ۱۹١‏ قبل الميلاد. ومع أن هذه التواريخ ليست أكيدة إلا أن طريقته مؤ كدة . والآن 


نسأل: كيف قاس نصف قطر الأرض؟ 


نهر النيل ينساب تقريبا من الجنوب إلى الشمال ولذا فإن أقصر طريق من مدينة ساين 
(الآن تسمى أسوان) إلى الاسكندرية في الدلتا هوجزء من دائرة عظمى . أي أن المدينتين 
تقعان على نفس خط الطول تقريبا. وحيث إن مصر بلد متحضر فإنه يوجد طريق بين ساين 
والاسكندرية طوله ٠٠٠١‏ ستادياء أنظر شكل .)١7- ١(‏ فلوعرفنا الزاوية © عند مركز 
الأرض والتى تحد هذا القوس لأمكن معرفة كم يمثل 45 من محيط الأرض . المشكلة الأساسية 
هنا تحديد الزاوية ‏ . 





شكل (١1-؟7١)‏ شكل (١-؟17)‏ 


ايراتوسثنيس كان يعلم أن في مدينة ساين بئرا عميقا جدا تصل أشعة الشمس إلى قاعه 
في وقت الظهيرة وفي أطول أيام السنة. بمعنى اخر» الشمس تكون فى وسط السماء تماما. لذا 
فقد قاس ميل الشمس على الخط الرأسي في الاسكندرية في وقت الظهيرة في وسط الصيف . 
بالطبع لم يحتاج إلى ساعة لتحديد أقل ميل للشمس على الرأسي» بل استخدم أقل ميل 
للشمس لتحديد وقت الظهر. لقد وجد الزاوية 7°12 . وحيث إن الشمس بعيدة جدا إذن 
اشعتها متوازية تقريبا. ويصبح الوضع كا هومبين في الشكل )٠١ - ١(‏ . حيث إن أشعة 
الشمس متوازية إذن الزوايا المتناظرة عند 0 و 4 متساوية. إدن 7°12 = 0 ومنه نحصل 


على 


1ے 7 .8 


360 360° 50 





حيط الأرض ٠٠١ , ٠٠٠‏ ستاديا ونصف قطرها السك ستادیا. 
ت 


لسوء الحظ لا نعلم أي من وحدات القياس (ستاديا) المستعملة فى ذلك الوقت كان 
ايراتوسثنيسي يعني . الستاديوم ٠٠١‏ قدما يونانيا ولكن اليونانيين يستعملون عدة أقدام فمثلا 
ستاديوم اتيكا 501 قدما انجليزياً بينما ستاديوم الالومبى ۸, ٠۳١‏ قدماً. إذا أخذنا الأول فإن 
نصف قطر الأرض يصبح : 
7 „ 250,000 


27 9 5280 





> 4,600 miles. 


نحن نعرف أن نصف القطر عند خط الاستواء ۳۹٠۳‏ ميلا ونصف القطر عند القطب يقل 


حساب ايراتوه سكنيسر لیس دقيمًا ولكن هذا لا يقلل من عظمة إنحازه : الطريقة هي التي 
تشير إعجابنا. ألا يستطيع عملاق قياس الأرض بمجرد إحاطتها بذراعيه؟ ولكن ماذا فعل 


١‏ الطرق الرياضية في العلوم 


قزمنا الصغير ايراتوسثنيس؟ في مدينة الاسكندرية وفي ظهر أحد أيام الصيف منذ زمن بعيد. 
لاحظ ظل عصا صغيرة واستعمل منقلته . جرد ظل وفكره جعلت من القزم عملاقا يقيس 


الآزش. 


(۳-۲-۱) نظريات كونية متنافسة 

كيف نعرف الوقت بدون استعمال الساعة؟ نعرفه بالنظر إلى مزولة . إن ظل الشمس 
يعطينا الوقت. في الحقيقة. الساعة ما هي إلا مزولة. إن مكان عقرب الدقائق وعقرب 
الساعات ماهوإلا بديل لظل الشمس . عندما تحدد الساعة الوقت ‏ بصورة أدق الوقت 
الشمسي المحلى - فهي تحدد مكاننا بالنسبة للشمس . إننا لا نستطيع الرؤ ية في الظلام 
والانسان البدائي كان يقوم للعمل مع طلوع الشمس ويعود للنوم مع غرويها. ولكن كيف 
نقيس العمر؟ نقيسه بالسنوات . لكن ماهي السنة؟ إنها الزمن الذي ينقضي قبل عودة 
الأرض إلى نفس مكانها بالنسبة للشمس . وكيف نحدد نفس المكان؟ بالاعتاد على مواقع 
النجوم الثابتة . عندما يتغير مكان الأرض بالنسبة للشمس فإن الأيام تطول ثم تقصر ثم تعود 
فتطول مرة أخرى . هناك دورة للفصول ‏ وقت للبذر ووقت للحصاد . التقويم اعتراف بهذه 
الدورة . 





أليست حياتنا جميعا منظمة بالساعة والتقويم؟ أليس وجودنا يعتمد على دوران الأرض 
بالنسبة للشمس؟ بدون الشمس» نصبح في ليل أبدي» لا يوم ولا اسبوع ولا شهر ولا سنة ؛ 
لا وقت للبذر ولا وقت للحصاد . مع أن علم التنجيم ليس تطبيقا ناجحا لعلم الفلك إلا أنه 
خدم غرضاً. لقد أعطى دفعة إضافية لعلم الفلك إضافة إلى بعض التطبيقات العملية 
ودراسة النجوم لتحديد التقويم وللاهتداء بالنجوم في البحار. هناك دلائل من اللغة 
الانجليزية على اهتمام خاص بالنجوم السيارة (الكواكب) : يوم الأحد (ه51/7:0 ). هويوم 
الشمس. يوم الاثنين («ه11074 ) هويوم القمرء يوم الثلاثاء (رههءء٠7‏ ) هويوم المريخ» يوم 
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الأربعاء Wednesday)‏ ) هويوم عطار د» يوم الخميس ( ۾ hurd‏ ) هويوم المي ي» يوم 
الجمعة Friday)‏ ) هويوم الزهرة ويوم السبت Saturday)‏ ( هويوم زحل . 


وبالنسبة للانسان الأول. كانت الطبيعة غير مأمونة ومخيفة . حتى اليونانيون كانوا يرون 
تحت كل شجرة وحجر إلا لا يعرف مزاجه . لقد كانت مسارات الكواكب بمثابة دلالة على 
شىء من الثبات والنظام في هذا العام المجهول . هذه النجوم السيارة كا سماها اليونانيون - 
بعكس النجوم الثابتة ‏ ظهر أنها تسير في مسارات ثابتة . لوحظ أن الكواكب تظهر في نفس 
المكان (بالنسبة للنجوم الثابتة) بعد فترات زمنية معينة . بالرغم من شعورهم بعدم النظام في 
الطبيعة. هناك بعض الأشياء التي يمكن التنبؤ بها . بدراسة تطبيق الرياضيات على علم 
الفلك نشاهد أولى المحاولات لاكتشاف النظام في الطبيعة . لقد أعطت النجوم الإنسان 
الفكرة العظيمة وهي أنه يوجد قوانين وأنظمة يمكن اكتشافها. إنه لمن المستحيل المبالغة في 
أهمية وجهة النظر هذه إنها برعم العلم . 


اعتقد أرسطو 0116/:ة84(4* - ۳۲۲ قبل الميلاد) أن الكواكب يجب أن تأخذ حركة 
دائرية منتظمة . ما هى حجته؟ ببساطة هي أن الكواكب بالضرورة أجسام مثالية . ولذا فهي 
كروية ولأن الشىء المثالي يجب أن يتحرك بحركة مثالية وهي الحركة الدائرية المنتظمة. قد 
تضحك من هذا ولكن معاصريه لم يضحكوا. أرسطولم يسبب ابتسامة واحدة لمدة ألف سنة . 
نظريته بقيت ولم تسبب أي تناقض حتى العصور الوسطى . لقد تكلم مؤسس علم الحيوان 
والصخور والمنطق وبقي على الآخرين أن يتبعوا القائد وينصاعوا لسلطته . 


حركة الكواكب الدائرية طرحت قبل أرسطو ولكن بعده أصبحت إلزامية . السؤال 
هو: اللحركة الدائرية حول ماذا؟ كون الشمس تدور حول الأرض أمر طبيعى ونظرية 
هيباركوس كلها:[ 2712247 ( ۱۹۰ - ۱۲١‏ قبل الميلاد) والتي طورت من قبل بطليموس 
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:0167 (حوالي ٠١١‏ قبل الميلاد) والقائلة بأن جميع الكواكب تدور حول الأرض لاقت قبولا 
عاما . 


الملاحظة لم تطابق النظرية بالضبط . لذا فبالنسبة لليونانيين الكوكب الذي لا يتحرك في 
دائرة تكون حركته مركبة من عدة حركات دائرية . انظر الشكل »)٠١ - ١(‏ حيث نوضح 
تركيب حركتين دائريتين . عندما تدور حول الدائرة بمركز © فإن © تدور في دائرة مركزها 
٤‏ . مسار النقطة ۶ (دائري أودوري بالنسبة للنقطة © ) يسمى فلك تدوير (اءرءأمه) . 
وحتى اذا لم توافق هذه الحركة المركبة الحقائق. فقد جرب فلك تدوير لفلك تدوير آخرفي 
أوقات لاحقة . انظر شكل )٠١ - ١(‏ . هنا تركيب ثلاث حركات دائرية . عندما تدور حول 
المركز © و © نفسها تدور حول ۸ فإن ۸ تدور حول المركز ٤‏ . هذه النقطة مهمة لفهم طبيعة 
العلم . بجعل الفرضية معقدة بصورة كافية نحصل على مرونة كافية تجعلها تتفق مع 
الحقائق. الفرضيات العلمية المهمة هي الفرضيات البسيطة والمعقولة والمتفقة مع الحقائق . 
نذكر نظرية أخرى منافسة» نظرية أريستاركوس . هذه النظرية تقول بأن الأرض والكواكب 
الأخرى تدور حول الشمس . مع أن هذه النظرية تتفق مع معظم الحقائق المعروفة انذاك إلا 





)١165-1١( شكل‎ )١4-1١( شكل‎ 
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أغيا رفضت من الجميع . لقد رفضها أيضا أرخميدس 7١١-65‏ قبل الميلاد) 
أعظم رياضي وفيزيائي ومخترع في العهد القديم . 


اذا رفضت النظرية؟ بدون شك موقف أرخحميدس كان له دور في رفضها. يجب أن نتذكر 
أن الكبر ياء والتحيز قد يؤثر على تفكيرنا. سابقاء تساءلنا عن بعد القمرعن الأرض ول 
نسأل ما هوبعد الأرض عن القمر؟ كلا السؤ الين لما نفس الإجابة ولكن لاذا الأول وليس 
الأخير؟ عندما نسافر نبدأ من المكان الذي نحن فيه بالضرورة . أليس السو ال الأول هو 
السؤال المعقول؟ عندما نكون في قارب حاط بالضباب. أليس من الطبيعي أن نعتقد أن 
قارب الآخرين يتحرك من أمامنا وليس قاربنا الذي يتحرك من أمامهم؟ أليست نظرية مركزها 
الأرض أسهل وأقرب إلى أذهاننا من نظرية مركزها الشمس ؟ 


شكل )15-1١(‏ يوضح نظرية بطليموس المقبولة والتي مركزها الأرض» وشكل 
)١۷ - ١(‏ يوضح نظرية أريستاركوس المرفوضة ومركزها الشمس (وحيث القمريدور حول 
الأرض). بعد حوالي سبعة عشر قرناء اكتشف نظام أريستاركوس من قبل كوبرنيكس 
.)١16 47 ١ 41/7( 1115‏ كان الاستشهاد بالأعلام مثل أرسطومطلوب ولكن لا 
يمكن الاستشهاد بأرسطوهنا ولذا فقد استشهد كوبرنيكس بأريستاركوس (في| بعد أسقط 
استشهاده هذا). لقد طور كوبرنيكس نظرية أريستاركوس ولم يكتشفها. لقد قارنها وفحصها 
في ضوء مشاهداته ومشاهدات الفلكيين الآخرين . مع أنه كان رجلا ذا شجاعة علمية كبيرة 
إلا أنه كان حذرا. كان يعلم أن الناس لا يحبون تغيير أن|ط أفكارهم القديمة أوعادة عدم 
التفكير إطلاقا ولذا فقد أجل نشر اكتشافاته قرابة ثلاثين سنة حتى أصبح على فراش الموت . 
ول يدع أن الأرض والكواكب تدور حول الشمس» لقد اكتفى بإثبات أن افتراض مركزية 
الشمس أفضل وأسهل من مركزية الأرض. إنها لا تحتاج إلى الكثير من أفلاك التدوير. 
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شكل (۱۹-۱) (نظام بطليموس) 





شكل )١7-١(‏ (نظرية اريستاركوس) 
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)5-7-1١(‏ مدارالزهرة 
هناك نظرية قديمة شير اكليدس (716781/6:465) والذي عاش في القرن الرابع قبل 
الميلاد. لقد تتلمذ على أفلاطون (7/4/0) وربا على أرسطوأيضا. كانت نظريته وسطا بين 
نظريتى بطليموس وكوبرنيكس . بالنسبة في راكليدس. عطارد والزهرة يدوران حول 


الشمس» بينما الشمس نفسها وجميع الكواكب الأخرى تدور حول الأرض . 


النجم الساطع الذي كثيرا ما نراه عند غروب الشمس يدعى نجم المساءء والنجم 
الساطع الذي نراه عند طلوع الشمس يدعى نجم الصباح . مع أن هذه الأس)ء لا تشير 
الدهشة إلا أنه كانت هناك دهشة كبيرة عندما اكتشف أن نجم الصباح ونجم المساء هما نفس 
النجم . هذا النجم هو كوكب الزهرة . لقد كانت حركته محيرة. لقد أثبتت الملاحظة الطويلة 
أنه يظهر في نفس المكان بالنسبة للنجوم الثابتة» وأنه يكون دائ قريبا من الشمس ولكنه 
يتحرك أحيانا بسرعة في اتجاه الشمس وأحيانا ببطء في الاتجاه المعاكس . ولكن الأجسام 
الكروية المثالية تتحرك بحركة مثالية دائرية منتظمة . ما هو السبب في هذا الاختلاف 
الظاهری؟ بالنظر إلى الشكل .)١18- ١(‏ نفهم تفسير هي راكليدس هذه الظاهرة . محرد أننا 
في الوقت الحاضر نعرف أن مسار الزهرة ليس دائريا بالضبط وأن حركته ليست منتظمة لا يقلل 


من عبقرية هيراكليدس . الشىء المدهش هو أن فرضيته تطابق الحقائق بدقة عجيبة . 


إن الدقة التقريبية لفرضية هبر اكليدس تدعو إلى السؤ ال التالي : ما هونصف قطر مدار 
الزهرة حول الشمس؟ علا يي سوا اش كيف نقيس نصف القطر هذا؟ لنبدأ بدراسة 


:)15-1١ الشكل‎ 
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الزهرة السريعة 





)١8-١( شكل‎ 
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لاحظ أن الزاوية يه بين المستقيم الواصل من الزهرة إلى الأرض والمستقيم 5٤‏ تتغير 
عندما تتحرك الزهرة في مدارها. لاحظ أيضا أن : 
SEV, = 4 5157|‏ £ 
SEV, = £ SEV;‏ £ 
SEV, = £LSEV;‏ £ 
SEV, = £LSEV,.‏ £ 


من تاريخ الفلك : القياس والتقريب المتتالى ۲۹ 


با حتصار» 0 تزداد إلى نباية عظمى عندما تكون الزهرة رل 7 وبعد ذلك تتناقص . أين 
تكون ,۷ ؟ خذ الأوتار المتتالية ۷۷١‏ » ۷4و۷ »:۷۷ كل واحدمنها أقصرمن الذي 
قبله. طبعا ے۷٤‏ هوالوضى النبائي المماس للدائرة . لذا فالزاوية 1 تأخذ قيمتها العظمى 
ولتكن په عندما تكون الزاوية عاك قائمة. انظر الشكل )5١ - ١(‏ با أن 5۷و 5۷ 
أنصاف أقطار للمسار الدائري فان 


SV _ 
SE ” SE 
e mS نجد أن‎ ks da = Û إذن‎ Ê 2898 أ‎ 
On SE : 9 SIN Oy, = SE وبا 35 سات کت زارا © إل‎ 





شكل (۲۰-۱) 


إذن نصف قطر مدار الزهرة يساوي به ”اء مضروبافي المسافة بين الأرض 
والشمس . طبعا نحن لا نعرف المسافات الحقيقية وإنما نسبتها فقط . ولكن أليس مدهشا 
وعجيبا ما يمكن عمله باستعمال أبسط مبادىء ال هندسة وحساب المثلثات؟ لكي نطبق قانوننا 
هذا نحتاج إلى قيمة الزاوية »م . كيف نحصل عليها؟ بمراقبة الزهرة عندما تكون عند 
النقطة ,۷ . ولكن كيف نعرف متى تكون الزهرة هناك؟ لا نستطيع الحصول على بي 
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بملاحظة واحدة. يجب أخذ قياسات عديدة منتظمة عند الغروب والشروق يوما بعد يوم . 
بدون العديد من الملاحظات لا نستطيع أن نعرف متى تتوقف » عن الزيادة وتبدأ في 
النقصان؟ إن تقدم العلم يتطلب تصميأ] عنيداً بالإضافة إلى أفكار نيرة . 


)5-7-1١(‏ تايخو براهي وكبلر 

تايخو براهي )15١1-1١645 » 71070 87۵۸٤(‏ رجل غ من أشراف بلاد الدانمارك 
وكان يملك الأراضي الكثيرة والعبيد ومزاجا عدوانيا. لقد دفعه مزاجه هذا في صغره إلى 
مبارزة فقد بسببها أنفه واستبدله بأنف فضي وأدى هذا إلى انعزاليته عن المجتمع . بدون شك 
هذه السلسلة من الحوادث زادت من اهت|مه بعلم الفلك (لأنه علم غير اجتماعي) . على كل 
حال» كان لديه شغف شديد بالمراقبة المستمرة والدقيقة للنجوم وهذه الهواية هى سبب 
هتر لا إنه لم يضع أي نظريات جديدة . بسبب ثرائه وحصوله على مساعدات من أمراء 
اخرين» استطاع بناء الات مراقبة ضخمة ودقيقة وباهظة الشمن. وضعت مقاييس جديدة 
للدقة في المراقبة. إننا هذه الأيام نغفل إسهام براهي الحيوي لعلم الفلك والعلم بصورة 
عامة . 


كبلر (©اصء » )177:-١619/1١‏ كان فقيرا جدا. كانت كراسي الأستاذية في علم 
الفلك قليلة » ومزابنة الأمراء كانت أكثر أهمية وحيث إن هذه المزابنة تركز على التنجيم وليس 
على الفلك» فقد حصل كبلر على قوته من التنجيم وهكذا استطاع دراسة علم الفلك وقد 
كان يقول إن التنجيم ابن الفلك. أليس من الطبيعي أن مهتم الابن بأبيه؟ 


لقد كان عبقريا. إن أعماله تمثل الانتقال من نظرة القرون الوسطى إلى النظرة الحديثة . 
هذا السبب يسميها كوستلر الحد الفاصل (4 ۷a۸‏ 77:6) في كتاب بهذا العنوان . قبل عهد 
كبلر كان الفكر يخضع لمزيج من التنجيم والتصوف واخرافات منذ عهد البابليين وبعده ظهرت 
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النظرة العلمية الحديثة. لقد كانت كتاباته مزيجا من الاثنين . لعدم توفر المادة لديه لم يتمكن 


من شراء أدوات دقيقة للمراقبةء وأخيرا قابل تاجو براهي وحصل على معلوماته الكثيرة 
والدقيفة » إن المعلومات كانت دقيقة لدرجة لا يصدقها .اليونانيون . 


كان كبلر يطمح في وصف مسار المريخ بدقة. لقد جرب الكثير من أفلاك التدوير بدون 
جدوى. في النهاية وبعد أربع عشرة محاولة فاشلة» توصل إلى النتيجة القائلة بأن المسار ليس 
دائريا ولا هو مركب من دوائر. إنه شىء اخر. نتيجة كبلر كانت جديدة ومششرة. لقد احذت 
أفلاك التدوير كمسلمات منذ عهد أرسطو قبل سبعة عشر قرنا . إن رفض كبلر لتعاليم أرسطو 
يمثل عبور الحد الفاصل . بنشاط وشجاعة» استمر في حساباته لاختبار فرضيات أخرى» وفي 
العباية ساعد اكتشاف اللوغاريتيات في تسهيل العمليات الحسابية. أخيرا توصل إلى الفرضية 
القائلة بأن المريخ يتحرك بصورة غير منتظمة في مسار بيضاوي حيث تقع الشمس في إحدى 
بؤرتيه. هذه بدعة بالتأكيد. كيف تكون الشمس عند بؤرة دون الأخرى؟ كيف يدور 
الكوكب بسرعة غير منتظمة؟ كيف يكون الكون غير متناسق بهذه الصورة؟ لكن المراقبة 
والمشاهدة تتفق تماما مع الفرضية . 


إن ما يدرس في هندسة أقليدس من أن النظريات نتائج حتمية للفرضيات قد يعطينا 
فكرة خاطئة وهي أن العلم يتطور بصورة منطقية . هذا أبعد ما يكون عن الحقيقة. إن 
اللاعقلانية أوضح ما تكون في تاريخ علم الفلك وأوضح ما يكون التحيز ضد الحقيقة في 
الاعتقاد العميق بأن الأجرام السماوية مثالية وتتحرك بصورة مثالية . 


النظرية الحديثة في الفلك أدت إلى تغير في نظرتنا إلى العالم وإلى وجهة نظر جديدة 
حياتنا المعاصرة. طبعا الطلاب يريدون معرفة المزيد. كمقدمة جيدة نذكر الكتابين التاليين : 
Morris Klein, Mathematics: A Cultural Approach,‏ 


Arthur Koestler, The Sleepwalkers 
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عنوان هذا الكتاب الأخير مناسب جدا حيث إن الذي يسير وهو نائم بأعين مغلقة يعرف 


طريقه . 


لقد خن أريستاركوس أن النظام الفلكى شمسى المركز والدلائل لديه قليلة» لقد كان 
يعرف القليل جدا لدرجة أن عينيه كانت مغلقة ولكنه تحرك ببديهة أكيدة . فيها بعد أغمض 
الفلكيون أعينهم عن الحقائق . إنها قصة أغرب من الخيال. 


(5-7-1) سنة المريخ 

نعود مرة أخرى إلى كبلر: كيف اكتشف مدار المريخ؟ وعلى أي أساس؟ فرضيته 
الأساسية هي أن المريخ والأرض يدوران في نفس المستوى بحركة دائرية منتظمة حول 
الشمس . نحن نعرف الآن مثل كبلر أن هذا ليس صحيحا فالمدارات ليست فى نفس المستوى 
وليست دائرية والحركات ليست منتظمة . إن فرضيته تمثل تقريبا أوليا يمكنه من معالجحة 
المشكلة. التقريب الأولي المناسب هو الخطوة الأولى للوصول إلى نتائج أكثر دقة . 


من نتائج فرضية كبلر أن المريخ سيكون في نفس المكان الفلكي بالنسبة للشمس عند 
فترات زمنية منتظمة . طول هذه الفترة. أي الزمن الذي يستغرقه المريخ في الدوران حول 
الشمس يسمى سنة المريخ . وكذلك الوقت الذي تدور فيه الأرض حول الشمس مرة واحدة 
هوسنة الأرض . لقد كان على كبلر أن يعين سنة المريخ على أساس أن سنة الأرض هي 
وحدة الزمن . 


مع أن المريخ والأرض يدوران حول الشمس في نفس الاتجاه. إلا أا يتحركان بسرعات 
زاوية مختلفة . ولذا فإن الشمس والمريخ يكونان في وقت ما متعاكسين تماما عند رؤ يتهما من 
على الأرض وعندئذ تكون الزاوية بينهها .*۱۸٠١‏ عندما يحدث هذا نقول إن الشمس والمريخ 
في حالة تقابل . انظر الشكل .)7١-١(‏ 


يمكن مراقبة التقابل بدقة كبيرة. تذكر أن اليوم الكامل بأربع وعشرين ساعة يمثل 
الفترة الزمنية بين وجود الشمس في كبد السماء مرتين متتاليتين» لذا فبسبب دوران الأرض 
حول محورها تكون الشمس في الجهة المعاكسة من الأرض بعد اثنتى عشرة ساعة من وقت 
الظهر أي في منتصف الليل . فإذا كان المريخ عند منتصف الليل في وسط السسماء فإنه يوجد 
تقابل . 





فل راا 


يمكن اعتبار شكل )71-١(‏ ساعة سماوية» ولكن العقارب ليست للساعات والثواني : 
S۳‏ «عقرب» الأرض و5734 «عقرب» المريخ . لنفرض أن سنة الأرض 72 (الوقت اللازم 
ليم عقرب الأرشر_حورة كملق اة : لقد حسبها البابليوة بدقة عظيمة , لوكان 534 تابنا 
لتطابقت العقارب بعد دورة كاملة لعقرب الأرض. بمعنى آخر 7g‏ هوالزمن الدوري م 
بين تقابلين متتاليين . لودار 534 فى نفس الاتجاه وبنفس السرعة الزاوية ل 514 لأصبح لدينا 
تقابل في جميع الأوقات والزمن بين تقابلين في هذه الحالة صفر. ومن الواضح أيضا أنه لودار 
4 بنفس السرعة الزاوية ولكن في الاتجاهالمعاكس» لحصلنا على تقابل بعد أن يكمل 545 
(و/ا5) نصف دورةء أي بعد 1 ‡ . أليس من الواضح أن ۶ (الفترة الزمنية بين تطابقين 
متتاليين لعقارب ساعتنا هذه) مرتبطة بسرعتيها الزاوية» أوبمعنى اخر أن 8 تعتمد على 


و ع ؟ إن أساس مشكلة تحديد مز عو تخديد هله العلاقة بين 1 و2 و يزة. 


51 الطرق الرياضية في العلوم 
إن ساعتنا السماوية غريبة نوعا ما حيث إن نسبة سرعات العقارب الزاوية ليست ١١:١‏ 





)717-١( شكل‎ EE ل‎ 


دعونا الآن نوضح باختصار موقع العقارب في حالة التقابل كا في الشكل .)7١-١(‏ با 
أن عقرب الأرض يدور بسرعة أكبر فإنه يتم دورة كاملة قبل عقرب المريخ . عندما يعود 5٤‏ 
إلى الخط الأصليء يكون 544 قد قطع جزءا من الدورة. انظر الشكل .)77-1١(‏ 


لنتجاهل أن الوضع في الشكل (۲۲-۱) ينتج عن الشكل )۲۱-١(‏ ونركز على ما يحدث 
بعد الوضع الموضح في (۲۲-۱) . إن الوضع شبيه بسباق العدّل  :‏ على خط البداية معاقه 
بالنسبة ل 1 والتي تبدأ من المكان المتقدم ,834 ولكن سرعة 588 أكر من سرعة 5۸1 ولذا 
تلحق ٤‏ ب 34 عاجلا أو اجلا. لنفرض أن هذا يحدث عندما يدور 5٤‏ بمقدار زاوية » (حيث 
تقاس من خط البداية طبعا) . عند نهاية السباق تصبح الأوضاع كما في الشكل .)۲۳-١(‏ أثناء 
دوران 5/14 من SM,‏ إلى ,53 ء تدور S٤‏ حول الزاوية ۾ من خط البداية إلى ,55 . 
الآن لاحظ الشكل )5١-١(‏ . أثناء الفترة بين تقابلين متتاليين» يدور 574 من خط البداية إلى 
و ٠‏ أي عبر زاوية مقدارها © . تذكر أيضا أن 525 قطع دورة كاملة قبل بداية سباق 
العدل. نستنتج مما سبق أنه إذا دار 584 بمقدار الزاوية »فى الوقت ۶ بين تقابلين متتاليين فإن 


, JON + a يدور بمقدار الزاوية‎ 5٤ 


س تاريخ الفلك : القياس والتقريب المتتالى ¥۷ 


إنه من المفيد إعادة النظر في] سبق . ألا تبدو النتيجة واضحة الآن؟ الان نعرف الطريقة 
الصحيحة لمعالجة المشكلة : بعد وضع التقابل مباشرة يتقدم عقرب الأرض 58 ولذا فعليه أن 


يدور بزاوية ”"5٠‏ أكثر من عقرب المريخ لكي يلحق به مرة أخرى . 


الباقي واضح وسهل . من مراقبة المريخ والأرض نحصل على الجدول التالي : 


الفترة الزمنية الزاوية المقطوعة فى هذه الفترة الزمنية 





ولكن في حالة الدوران بسرعة منتظمة» يتناسب زمن الدوران طرديا مع زاوية الدوران . 
ومن بيانات المريخ نحصل على : 





ےگ ' 
00 72 )1( 
© + 300 ل لم [ْ 

(02 71 360 


لنربط 1 ب 22 ماعلينا إلا التخلص من » . من (؟) 
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P P )١( ومن‎ 
عدت‎ e لوح الود‎ > 
Tg 1y 


وبذانحصل على العلاقة بين ي1 و2و ج1 . وحيث إن الأخير معلوم » يبقى علينا 


Y= "25‏ مدار المريخ 
يجب أن نتذكرأن هدف كبلر كان تحديد مدار المريخ بدقة. القارىء الفطن قد يسأل : 
كيف يودي حساتب 1 ا هذه الغاية؟ 


ثابت 50 وافرض أن الأرض فى هذا الوقت عند ر۴٤‏ . بعد ي1 من الزمن بالضبط 





شكل )١1-١(‏ 
يكمل المريخ دورة حول الشمس ويعود إلى 14 . وبها أن عقرب الأرض في ساعتنا السماوية 
أسرع من عقرب المريخ. فإن الأرض تكون قد دارت أكثر من دورة واحدة وتكون عند النقطة 


من تاريخ الفلك : القياس والتقريب المتتالى ۹ 


و . بالرغم من أن المريخ يعود إلى مكانه الأصلي بالنسبة للنجوم الثابتة عندما يراقب من 
الشمس إلا أنه (المريخ) يكون في مكان اخر بالنسبة للنجوم الثابتة عندما يراقب من الأرض . 
في البداية المريخ على استقامة مع الأرض والنجم 5 وبعد 1 يصبح على استقامة 
واحدة مع الأرض والنجم ,5 . مع أن المريخ عند // يظهر بالنسبة للنجوم الثابتة وكأنه في 
أماكن مختلفة عندما يراقب من الأرض فى ,8 و و5 إلا أننا نعلم أنه في نفس المكان حيث 


إن سنة المريخ هي 1 


نستطيع استنتاج أكثر من ذلك . با أن 14 معلوم فإن السرعة الزاوية لعقرب الأرض 
معلومة أيضا ولذا يمكن حساب الزاوية المقطوعة ف الفترة هرك : نستطيع تعيين 
E,SEs‏ 2 . وحيث إن نصف قطر مدار الأرض معروف› فان طول القاعدلة و 


وزوايا القاعدة للمثلث المتساو ي الساقين ESE,‏ تصبح محلدة . 


ماذا نحتاج أيضا لحساب 584؟ ما هي الأشياء التي يمكن قياسها بسهولة ودقة؟ إنها 
الزوايا. خذ الشكل (١-9؟).‏ إن موقع الأرض بالنسبة للشمس والنجوم الثابتة قد درس 
بعناية منذ عهد البابليين ؛ تايخوبراهي أيضا حصل على معلومات دقيقة جدا. هذه المعلومات 
مكنت كبلر من تعيين النجم الثابت ,8 الذي على استقامة الشمس والأرض أوقريب من 
ذلك عندما تكون الأرض عند ع على سبيل المثال. لقد ذكرنا أنه مع أن الشمس غير 
مرئية بالنسبة للفلكى الأرضي عند ,ع وهويرصد ,8 إلا أنهامرئية عن طريق 
الاستدلال. وهكذا استطاع كبلرحساب 5,5,36 4 (حيث یمر امتداد ,عرې في5) 
عندما تكون الأرض عند ,ع . (يجب ملاحظة عدم الخلط بين النجم الثابت ,5 في 
شكل )۲٥-۱(‏ و 8/7 فيشكل :)۲٤-١(‏ ,5 على استقامة واحدةمع ٤,‏ و3؛ 
إ5 على استقامة واحدة مع ب و34 . وكذلك عدم الخلط بين و5 و و5 ). 


ما الفائدة من هله المعلومات الأضافية؟ E,E,M‏ م شكهاة جموع زاو يتين معلومتين 


هما LSE,‏ و LS,E,M‏ ولذافهي محددة. كذلك Z٤۴4‏ محددة. في 


E‏ الطرق الرياضية في العلوم 

E,4 أصبح لدينا زاويتان والضلع (و5ر5) معلومة» ولذایمکن حساب‎ « AE,E,M 
عن طريق قانون الحيب . كذلك الزاويتان ,5و5 ىه و 8,5,3 ى معلومتان» لذا ففي‎ 
نعرف الزاوية 55,34 وأضلاعهاء باستعمال قانون جيب التهام نحصل على‎ ۷ 
.SM 


5 





شكل (۱۔٥۲)‏ 
لاحظ أن فرضيات كبلر تقتضي أن يعيد المريخ دورته بانتظام : بغض النظرعن مكانه في 
وفت معين» سيكون في نفس المكان بعد فترة زمنية بر1 . لذا فالطريقة السابقة تصلح 
لقياس طول عقرب المريخ في ساعتنا السماوية مهما كان المكان. بهذه الطريقة أصبحت ,,1 
أساسية لحساب مدار المريخ حول الشمس . 


من تاريخ الفلك : القياس والتقريب المتتالى ۳١‏ 


بعد عدة قياسات للبعد القطبي للمريخ» بدأ كبلر بنشاط للتنسيق بين النظرية 
والحقائق . حصوله على معلومات تاجو براهي أعطاه معلومات دقيقة لم تكن معروفة لدى 
اليونانيين ولذا كان واجبه أكثر صعوبة . أخيراء أثناء محاولته الرابعة عشر حصل على مدار 
نظري مبنى على أفلاك التدوير يطابق المدار الحقيقي تقريبا: كان هناك اختلاف طفيف» مجرد 
ثماني دقائق من القوس . هذا الفرق البسيط والذي لم يكن ليأبه به اليونانيون لم يرض كبلر. 
وهكذا رفض كبلر مفهوم الدوائر وأفلاك التدوير كلياً. لقد سئم هذه الأفلاك البغيضة 
والمزعجة؛ لقد أصبح مبدأ الحركة المثالية كابوساً سماويا. فرضيته الأخيرة هي أن المريخ يسير 
في مدار بيضاوي والشمس في أحد بؤرتيه وقد نجحت . 


وهكذا اكتشف كبلر أول قانون رياضي في علم الفلك ‏ بعد التحررمن مبدأ الحركة 
المشالية للكواكب وأصبح من السهولة رفض خرافة الحركة المنتظمة أيضاً. عقارب ساعتنا 
الساوية تدور بسرعة متغيرة. حسابات تايخوبراهي تعطينا الكثير من ن الأدلة . في الحقيقة. 
اليونانيون كانوا يعلمون أن سرعة الأرض تزداد عندما تقترب من الشمس» ولكن اكتشاف 
القانون يتطلب بصيرة عبقري . انظر شكل .)751-١(‏ 


اكتشف كبلر أيضا أن المريخ يتباطأ عندما يبتعد عن الشمس ويسرع عندما يقترب منها . 
لقد اكتشف القانون الذي يطابق الحقائق فيا بعد. المريخ يسير في مداره بحيث يمسح متجه 


نصف القطر 524 مساحات متساوية في أزمنة متساوية . 





شكل (۲۹-۱( 


۲٢‏ الطرق الرياضية في العلوم 


بالقياس» عمم كبلر قانونيه لحركة المريخ إلى الكواكب الأخرى. المعلومات المتوافرة لدبه 
انسحمت مع التعميم : 


بعد سنوات اكتشف قانونا ثالشا. نذكر أن الكواكب حسب بعدها عن الشمس هي 
عطارد (أقريها). الزهرة. الأرض. المريخ» المشتري . وزحل (أبعدها) ومن الحقائق المعروفة 
أنه كلا بعد الكوكب عن الشمس» احتاج لوقت أطول لإكمال دورته حول الشمس . اعتقد 
كبلر في البداية أن سنة الكوكب 7 تتناسب مع متوسط نصف قطر مداره حول الشمس » ۸. 
لقد وجد فيم| بعد أن 7 تزداد بصورة أكبر من جرد تناسب طردي ؛ ضعفا ‏ يؤدي إلى أكثر من 
ضعفي '7. أخيرا عثر كبلر على السر: مربع 7 يتناسب مع مكعب ۸. 


أعمال كبلر المنشورة خليط من الفلك والتنجيم وال هندسة والدين وأشياء أخرى» لقد 
جلس على الحد الفاصل . ومع ذلك كانت ممتعة جدا فعلى عكس غاليليو ونيوتن لم يحاول أن 
يخفى اثاره . حدسياته. إخفاقاته. نجاحاته» أخطاؤٌ ه. مغالطاته وهواجسه كلها تظهر 
بصراحة تامة. لكن أعمال كبلر مليئة بأفكار متضاربة وكان على نيوتين أن يفصل اللب عن 
القشور وير ز أهمية قوانين كبلر الثلاثة التى لم يدركها كبلر نفسه . 


١١‏ - ۲ - ۸) كلمة للقارىء الخحصيف 
ما هي أهمية أعال كبلر لطالب الرياضيات ودورها في العلوم؟ أولاء تطبيقات حساب 
مكنا . حتى كبلر ماذا كان يمكن أن يفعل بدون الرياضيات؟ 


ثانياء نرى دورما يسمى بالمحاولة والخطأ والاسم الأفضل له هو التقريب المتثالي . بدأ 
كبلر بافتراض أن الحركة دائرية ومنتظمة وعين سنة المريخ 7 واستنتج أن حركة المريخ 
ليست دائرية ولا متنظمة وإنها بيضاوية ومتغيرة . 


من تاريخ الفلك : القياس والتقريب المتتالى قفا 


أليس في هذا تناقض ظاهري؟ الفرضية الأساسية وهى أن الأرض والمريخ يتحركان في 
دوائر وبسرعة منتظمة خطأ ولكنها تقريباً جيدا للحقيقة . لاحظ أن كون مسارات الأرض 
والمريخ غير دائرية لا يبطل حسابنا للزمن الدوري : إن تطابق عقربي ساعتنا السماوية لا 
يعتمد على التغير في طوليههما وإنما على معدل دورانيها المنتظمين فقط . لحسن الحظ. التغير 
في السرعة الزاوية لعقرب الأرض أقل منه لعقرب المريخ ولذا فإن تقريبا جيدا لمدار الأرض 
يكفى لإثبات أن فرضية مماثلة لمدار المريخ غير مقبولة . إن مراقبة أدق لمدار الأرض تعطي 


)4-7-١(‏ مشكلة نيوتين حول مسار مذنب 

سننهى هذا الجزء بمسألة. حساب التفاضل والتكامل ليس ضروريا ولكن سنحتاج 
لحساب المثلشات . بالاضافة إلى كتاب نيوتن الهام (أسس الفلسفة الطبيعية) فقد ألف كتابا 
آخر ف ما نسميه الآن جبر المرحلة الثانوية . ما هوالهدف الرئيسى من كتاب الجحبر هذا؟ إنه 
مثل كتاب ديكارت : لحل المسائل الكلامية ‏ ولهذا فهويتطلب من بين أمور أخرى. الفهم 
الكامل والضروري لترجمة المسائل من النثرإلى الرياضيات . مشكلة نيوتن ببساطة هي : 


إلى نجم ثابت ر 


شكل (۲۷-۱) 


۳٤‏ الطرق الرياضية في العلوم 

تحدید مسار مذنب يتحرك بانتظام في خط مستقيم من ثلاث مشاهدات . شکل )77-١(‏ 
يوضح المشكلة . نيوتن كان يعلم أن المذنب لا يتحرك بانتظام ولا في خط مستقيم . ما هومسار 
المذنب؟ مساره بيضاوي . ولكن الخط المستقيم تقريب أولي . هذه هي الخطرة الأولى في 
التقريب المتتالىي . ما الذي يمكن مشاهدته؟ 0 ترمز للمشاهد . 0 يشاهد المذنب عند 8,۸ 
و ويلاحظ في كل مكان النجم الذي ينطبق مع المذنب أوقريب منه. الزوايا المحددة عند 0 
بهذه النجوم الثابتة يمكن قياسها ولتكن س وس . كذلك © يراقب عندما يكون المذنب 
عند 8,4 و٣‏ ولذا فالأوقات ۲» # التي يستغرقها المذنب لاجتياز 48و٣4‏ معلومة . باختصار 
المعطيات هي س .س ,+ . 2# وأن حركة المذنب منتظمة» والمطلوب منا تحديد اتجاه 
.8٣‏ أفضل طريقة هى إيجاد 8 . نختتم بملاحظة: لإيجاد م يجب البحث عن دالة 
مثلثية للزاوية 6 - أفضل دالة هى دالة ظل التهام . 


الجزء الثالث : التقريب المتتالى (Successive Approximation)‏ 


نبدأ بتكرار نقطة هامة. بدأ كبلر بافتراض أن الأرض والمريخ يدوران حول الشمس 
بحركة دائرية منتظمة وتوصل أخيرأ إلى أن المريخ لا يتحرك في دائرة وليست الحركة منتظمة 
وكذلك الشمس ليست ف مركز مداره . لغير الخبير هذه الحجة قد تبدوواهية ولكن العلماء 
كثيرا ما يستخدمون هذا الأسلوب : من الفرضية الأولية نصل إلى النتيجة وهي نفي 
الفرضية » هذا الأسلوب يدعى طريقة الافتراض الخاطىء. من بداية خاطئة نصل إلى نهاية 
صحيحة : iii yat‏ 


يمكن توضيح الطريقة بالأسلوب الذي نبحث به عن كلمة في القاموس . لنفرض أننا 


نفتش عن الكلمة 011/784126© في قاموس فرنسي . نفتح القاموس حيث نتوقع الكلمة. إذا م 


من تاريخ الفلك : القياس والتقريب المتتالى ۳٥‏ 
تحو الصفحة كلمات تبدأ با لحرف © فإن تقديرنا خاطىء . لقد بدأنا بداية خاطئة . ولكن 
التقدير الخاطىء يمكن أن يمشل خطوة إلى تقدير أفضل . لنفرض أن تقديرنا الأول أعطى 
صفحة بها كلمات تبدأ بالحرف 8 ؛ نتوقع الآن أننا نحتاج إلى قلب خمس أوست صفحات . 
نفعل هذا ونجد مثلا كلمات تبدأ بالحرفين ٤4‏ . لقد توصلنا إلى وضع أفضل . لكننا نريد © 
متبوعة ب © وليس 4 ؛ لقد وجدنا الكلمة صحيحة إلى الحرف الأول وليس الثاني . إذا أعطانا 
تقديرنا الثاني ...00 نكون قد حصلنا على الكلمة صحيحة لحرفين على الأقل : إذا وجدنا 
© نقلب إلى الأمام ؛ وإذا وجدنا C2‏ نقلب إلى الوراء . طبعاً أنت تعرف كيف تستعمل 
القاموس ولكن هل علمت أنه باستعالنا له فإننا نستخدم طريقة الافتراض الخاطىء أو 
بالأحرى التقريب المتتالى؟ أليست الفكرة العامة هنا مثل حساب الحذر التر بيعي للخانة 


الأولى ثم الثانية ثم الثالثة ثم الرابعة. . . من الخانات العشرية؟ . 


الفهم الكامل لطريقة رياضية لا يمكن أن يحدث بمجرد الحديث عنها وإنما عن طريق 
انععاها بذكا لذا عزنا تطبى الطريقة وتر القكرة عمليا. 


)١-"”-1١(‏ التطبيق الأول 
خل هذه المسألة والتى تناسب تلم تلميذا في الثامنة من عمره. إذا كان ثمن الرغيف ربع 


دولار ٠۵(‏ سنتا) ونصف رغيف» فا ثمن الرغيف؟ هل تستطيع حلها عقليا؟ حاول. اجعل 


ن الو 1 2 + 25 .+ 


و 
x = 50.‏ 


۳٦‏ الطرق الرياضية في العلوم 


ولكن هناك طريقة أخرى توضح بصورة أفضل ما نريد قوله هنا . لكي نتفادى الالتزام 
سسالا السابقة» نعمم ونأخذ 4 سنتاً بدلا من ه” موا هذا تحسن عظيم يمكننا من 

التعامل مع مجموعة كاملة من المسائل . المسألة الآن هي إيجاد × إذا كانت 
0 


(1) ge: 


واضح أن الجسواب هو 26- ×ولكن شخصأ بعقلية عملية قد يعالج المشكلة بالطريقة 
التالية المعقدة والبارعة : 2/× أصغر من × ولذا نتجاهله ويكون تقريبنا الابتدائي 0 ححيث 


(۲) Xy > da. 


أفضل . ماذا يحدث إذا عوضنا (۲) في الطرف الأيمن من (١)؟‏ تقريبنا الجديد ×١‏ هو 


20 0 
2 01 9 a + 9 


هذا أفضل. دعونا نكرر العملية ونأخذ التقريب الثاني و× حيث 


التقريب السابق 
ج 





a +‏ = و2 


596 2 wy I o BV a ,ر‎ a 
sS a+ 5 )4+ £( ا‎ 


a . ûd 4 , 6 , 8‏ 1 2و2 
,= + = + = دي = | 2 د 2 > ٠‏ ا سسب 0 = 
8 4 9 0 (5+9+م)2+ه و ar‏ 23 
a a‏ 08 , 4 2 
E‏ واج كاي 


من تاريخ الفلك : القياس والتقريب المتتالى ۳۷ 
نستطيع تكرار العملية مرارا ومرارا . مع أننا لا نصل إلى القيمة الحقيقية أبداء إلا أننا 


نقترب منها أكثر فأكثر. نستطيع التأكد من هذا على النحوالتالي : خذ خط الأعداد حيث 
الأعداد تظهر كمسافات» أي أن ۾ غثل الاحداثي السيني . انظر الشكل .)58-1١(‏ 





شكل (١س8؟)‏ 


لاح ظ أن ۾ = مه في منتصف المسافة بين © وه2وكذلك © + ۾ ديع في منتصف 
المسافة بين م* و24 . كذلك × منتصف المسافة بين ,× و26و * منتصف المسافة 
بين 20 و26. بمعنى اخر نحصل على وء بإضافة نصف الفرق بين ,× و26ونحصل 
على ونه بإضافة نصف الفرق بين ,× و26وهلم جرا. ونحصل على التقريب النوني ,يه 
بأن تأخذ نصف الفرق السابق (أي الفرق بين 52-1 سق نا اما اعد قا ره 
النصف الآخر فإننا لا نصل أبدا إلى الحل الدقيق للمشكلة .)١(‏ ومع ذلك فإننا نحصل 
على تقريب أفضل من سابقه مع كل خطوة. لاحظ أن ,= أقل من 26 بمقدار > وي 
أقل من 26 بمقدار ك و4 أقل بمقدار > ووه أقل بمقدار ع ولكن هذه المقامات 
2. . قوى للعدد 2 . يمكن كتابة ما سبق في الصورة التالية : 


£ - 2% = د = < a+‏ = 
لحيل يلاه e‏ 
20-5 = عع د و 


۳۸ الطرق الرياضية في العلوم 


ES كك سے غ‎ 
(۳) EET a 2a gn 


احير يؤ كد الحندسة. 


هذه النتيجة تدعو إلى التعميم . ما هو النموذج الذي يظهر في السلسلة n‏ ؟ کل حد 


(ما عدا الأول بالطبع) يساوي نصف الذي قبله . ولكن السلسلة ستعطي نفس النموذج لو 
كانت نسبة الحد الذي قبله 3 أو ي أو لظ بدلامن 1 
والحد الثالث بى . ما هوالحد النوني؟ يوجد 1- م من الحدود بعد الأول ومع كل حد جديد 
نضرب في العامل 17 ولذا فإن الحد النون هو gr‏ اجعل 5 ججموع من الحدود» 
إذن 


(٤( S, = a + ar + af + arf + ... + ar" 7® + af". 


أي سلسلة من هذا النوع - حيث النسبة بين أي حد وسابقه ثابتة - تسمى سلسلة 


لص 


حيث إن أي حد ينتج من ضرب سابقه في ۽ » نجد أنه إذا ضربنا كلا من الحدود الأولى 
حتى الحد النوني في + » فإننا نحصل على السلسلة المكونة من من الحدود والتي تبدأ بالحد 


5, = a + (ar + af” + af + ... + ar" 7® + ar") 


ی اد ان + "جن € ہے ع اقيق + لين + عم] = يام 


من تاريخ الفلك : القياس والتقريب المتتالى ۳۹ 


بالطرح 


)1 - ”(١ رذ‎ = a + )0 + 0 + 0 + . . . + 0 + 0) - ar" 


j 


)٥( ت‎ 





هل تتفق )٥(‏ مع (۳)؟ إذا جعلنا 4 = م في (5). نجد: 


a 01 1‏ ش 
يلدي ىن يويك عر sg‏ 
25-1 اي 





يجب كتابة 1+ بدلا هن 2 . إذا فعلنا هذاتي )٤(‏ و(ه) (حيث + = م طبعا) وبمساواة 


الاثنين نجد 








„f+ [‏ 
1-4 ٠ش‏ 
2 0 0 0 0 
د .كج = اذى كابر 4 2 ب كدان = 
1-4 مو 28-1 2 2 +9 
5 له 4 
ب )2 [ ل - 1 2 
2 __ موه 
gn `‏ 2 = 


إذن (ه) تطابق (۴) . إن حل مشكلتنا الصغيرة حول ثمن الرغيف بطريقة التقريب 
المتتالي قد قادنا إلى اكتشاف قانون مجموع السلسلة الهندسية . 


(١١--5؟)‏ إيجاد الحذور التربيعية 
[ محص مثالة اخرغلى التقر يب المتتالى : ريما أنك تتدذكر y9‏ إلى عدد من الخانات 
العشرية وربا أنك تعلمت الطريقة المعتادة لايجاد الجذر التر بيعي بصورة عامة . إنك تعرف 


:1 الطرق الرياضية في العلوم 

اذا أقضد> مدآ عد الملاسة العشرية ونجمع الأرقام مثنى مثنى قبل وبعد العلامة» ثم 
نطرح أكبر مربع كامل من الطرف الأيسرو. . . الخ . طبعا تستطيع استعمال هذه الطريقة إذا 
رغبت ‏ لقد فرضت على قبل سبعين سنة . إنني لم أفهمها ولذا كرهتها ولا أزال. يمكنك 
استعمال أسلوب اخر مشوق لأنه مفهوم وأكثر فائدة ولأنه يمكن تعميمه . إنه أبطأ من الطريقة 
المعتادة ولكنه أسرع باستعمال الحاسبة . علينا أن نختار بين حسابات سريعة أوطريقة تؤدي 
إلى نتيجة . 


: لإيجاد الجذور التر بيعية. راجع الكتب التالية‎ 
1) High School Mathematics, Unit 3, pp. 121-130, University of Hlinois Press, 
Urbana, 196/0 
2) First Course in Algebra, pp. 304-307, Yale University Press, New Haven, 


.1960 
الجزء الرابع : طريقة نيوتن في التقريب المتتالي 


التقريب المتتالي أسلوب رياضي هام » إنه أصل وأساس العلوم . مع أننا نضطر 
بالبدء بتقريب للحقيقة إلا أننا لا نرضى بها. التقريب الأول البسيط يمكن أن يقود 
إلى تقريب أفضل . إن مفهوم التقريب المتتالي هو المفتاح إلى المعرفة الدقيقة ولذا فإنه 
يستحق الدراسة والاهتمام . 


)١-4-١(‏ طريقة نيوتن العامة 
لقد ابتدع نيوتن طريقة عامة لأيجاد جذور معادلة مثل 0= (2)/ . لكي نأخذ فكرة 


من تاريخ الفلك : القياس والتقريب المتتالى 2 
عامة. نرسم الدالة ()/- ر . لنفرض أن الدالة کا في الشكل (۲۹-۱). لاحظ أن رتأاخذ 
القيمة صفر عند 2. بمعنى اخر الاحداثى السينى للنقطة 2 جذر للمعادلة . المشكلة هي كيفية 
الحصول على تقريبات أفضل لهذا الاحداثي . يكفي طبعا معالجة جذر واحد حيث يمكن 
معالحة الحذور الأخرى بنفس الأسلوب . 


وار = بر 


)59-١( شكل‎ 


الاحتمال. دعونا نجربه. بالتعويض نجد أن 0< (20)/ . إذن 5*0 تقريب فقط. ماذا 
نفعل الآن؟ 


نتبع نيوتن ونعمل شيئا بسيطأ وفعالا. عند ر۴ حيث الاحداثيات مه و (مة)كر . 
نرسم المماس للمنحنى . لنفرض أن هذا المماس يتقاطع مع المحور السينى عند النقطة ۸ 
باحداثي سيني ,× . واضح أن التقريب ,× أفضل من التقريب الأول م* . انظر الشكل 
(۳۰-۱). 


5 الطرق الرياضية في العلوم 


(xa) 





7 


)٣۰-۱( شكل‎ 


تأخذ الآن النقطة ,م على المنحنى باحداثي سيني ,»× . ونرسم مماسا للمنحنى يقطع 
محور السينات في النقطة و4 التي احداثيها السيني و× . نكرر الطريقة. عند النقطة ,8 
على المنحنى والتي احداثيها السينى وه » نرسم مماسا يقطع محور السينات في و4 احداثيها 
وه . يتضح لناالآن أن المتوالية م4 ».4 .وك »و4 تقترب من النقطة ۲. إذن 
٠ 0‏ :* .و ٠‏ وه تقترب من الجذر المطلوب» انظر الشكل .)71١-١(‏ واضح أنه يمكن تكرار 
الطريقة من حيث المبدأ للحصول على أي دقة مطلوبة ولكن عملياً هناك حد لإمكانية تكرار 
الطريقة . إن سماكة المماس المرسوم بالقلم تحبط أي محاولة للحصول على دقة أكثر. إن الرسم 
الهندسي يوضح الطريقة ولكن للتطبيق المتكرر نحتاج إلى قانون . 


)5-54-1١(‏ قانون نيوتن 
في المخلٹ و۸۸۴ (انظر شكل .)77-١‏ 
(م)؟f‏ _ سمه 2 الزيادة الرأسية 


س سے 


ش لللسلسلت | = {ANT‏ (1) 
2 جح A40 n‏ الزيادة الأفقية 





قريب المتتالي 
القياس والتقريب المتتالى 


)"١-١( شكل‎ 


ا xo‏ ا 


BSE 





شكل (١-؟")‏ 


۳ 


3 الطرق الرياضية في العلوم 
وهنا يمكن الاستفادة من حساب التفاضل » حيث إن + 4۸ ميل المماس عند النقطة 
۴١‏ . لاحظ أن ميل المنحنى عند النقطة ((م»)f‏ و 0/0 يساوي المشتقة («×) f‏ 











. ت وکا‎ 
(۲( tan + = f (xo). ادن‎ 
من (١)و(5؟) ظ‎ 
f (*o) 
اناس ا‎ 
f(*o) أي ت‎ 
1 ° 
f (=o) ونه نس‎ 
e. اس‎ TE a 
۹ 1 (xo) 


إذا أ ل | 3 2 فإن هلا القانون يمكننا من حساب 21 . ولكن فعالية طريقة بیوتن 
تكمن في إمكانية تعميمه. حيث يمكن حساب يه من »× وو من وه بنفس 


f(x) 








2 Ff 
6 1 )*9( 
30020 


ف لے . 
RT‏ سس 

مع أن هناك الكثير من الدلائل الحدسية على أن قانون نيوتن يعطي تقريبات أفضل 
وأفضل › إلا أنه من الحكمة اخحتباره . إن الحذرمن الشيء غير المجرب . والتردد في قبول 


الشيء غير المبرهن هو الركيزة الأولى في الأسلوب العلمي . لذا دعونا نجرب قانون نيوتن . 


(1-؛-#) Va‏ 
کی کا ساب چ غت اتك 


f(x) = x**- a =0.‏ 
f(x) = 2‏ 
وبعد تطبيق قانون نيوتن نحصل على الطرف الأيمن من المعادلة المطلوبة 








س 
3 
يوضع الأدلة السفلية نحصل على المعادلة 
7 
و“ ¬ کے ري 
د x‏ 3 
حي مق ا ا و سف ع 
/@ + جو 
2 
یکن يهاه E‏ 


59 : E Û e 8 

فإذا كانت × تقديرا أكبر من جک فإن 2 أقل والعكس صحيح. هذه اللاحظات 
EF‏ جمة مع كول 1+ تقريب أفضل للجذر ۾ من xX‏ حيث إن 1+ Xn‏ متوسط 4 
و ولكن هذا لا يثبت شيئا. لنفرض أننا نريد حساب ۷2 وأن تخميننا الأول هو 2= ر× 


إذن 
2 0 0 5 
2 و KK‏ 
3 _ 92413 
8 د 
كذلك ۶ چ کے چ 
X1 3/2 3‏ 
5 02 3 + 3/2 5 
12 2 الان 
إذن 2 پد کے کے 
17 17/12 2 
3 577 7 + 17/12 
اخ E‏ 0 


إذن تقريباتنا المتتالية هي 
5 17 9 9 





` 408 19° م 
ومربعاتها هي 
مط وه چ .حك او 2 + ے2 
408 12۶ 2 


ونترك الحقائق تتكلم عن نفسها. 


a 4-4-1519‏ 
دعونا نجرب قانون بيودن مرة أخرى. رید الآن إنجاد الجذر التكعيبي للعدد © » الحذر 
| لحقيقي للمعادلة a.‏ شم = f(x)‏ 





هنا 
3 = ()”/ 
ولذا فإن ___m‏ 
Xn +1 2 0 5‏ 
ادن 
TS 3 + !‏ 
n+l 3 ! 3‏ 
ر 
3 ی 


2x, + 0/2 
3 


f)x( = تج‎ 6 


واضح أن 3 تقريب أفضل من 4,2,1 أو5ولذا نبدأ ب 3 = م« . 


2 ے 2 
3 
وحيث إن 6 > 27 = 3۰3۰3 


3 أكبر من 1728 ولكن 


2. )3.3( = 9 = V26 ٠ (26۰726 ( 


إذن # أقل من موك . ولكن 28 - 2 ولذا فالجذر 726 محصور بين 28 و3. 


۸ الطرق الرياضية في العلوم 


ومن هنا تظهر فائدة التخمين الأول للتقريب . 





97 1 3 3 و 
أي أن کے ے ‏ 
x (80/27)‏ 





oe (27 27) = 26 = 26 ٠ (¥26۰726 ( 


معدت د 80 
Ol...‏ => دع 
2.96 97 


26/ (80/27) = 2.961 ..., 


بر 
اسا 
| 


إذن 396 محصور بين 2.962 و2.961 ولذا فهو 2.96 مقرب إلى خانتين عشريتين . 
إذا استمرينا في الحساب نجد أن 


2x, + خو/رج‎ 2 x 80/27 + 26/ (80/27) 


من تاريخ الفلك : القياس والتقريب المتتالى 2 


ونترك للقارىء التحقق من أن 396 يقع بين و× و ى وكذلك حساب قيمة 
Xa:‏ 
الحذر من قيمتيههما العشريتين . 


Va (z1) 
مع أنه يوجد قانون جبر ي لحل المعادلة من الدرجة الثانية وقوانين معقدة جدا‎ 
للمعادلات من الدرجة الثالثة والرابعة» إلا أنه من المستحيل الحصول على قوانين مماثلة‎ 
للمعادلة من الدرجة الخامسة أو أكثر. لحل المسائل العملية يتحتم علينا استعمال التقريب‎ 

المتتالي : 








إذن 


و5 5 


4x, + a/ x 
E 


الطرق الرياضية في العلوم 





نستطيع مراجعة الأخطاء وتصحيحها . هل قوانيننال 1+* الخاصةبالجذور 


الحواب نعم والنمط المطلوب هو: 


(q - 1x, + a/ x 
+ > a حوس‎ 


نتابع الآن ىا في المرات السابقةء ونحصل على 


(oss) = a= Û. (Fa aaa)‏ بك 


من هذا يتضح أنه إذا كانت .م أكبر من چ فإن 2 أصغرمن ۾ټ والعكس 





صحيح . ادن -3 يفع بين ™* 9 ع . وبالثل إذا كانت ا ويه فإن الجذريقع 
2 
بين إ[+ول و ِ 
1+1 
2 


4x, + x, > 4x, + a/ وه‎ 


OX, 4x + a/ x“ 
3 xn 


5 5 


أو 
2Z +1‏ 2 )1( 
أن 03 
وبا يد 5 
و واا کا ل 
3-8 فا حا 4 
i‏ 
23 - 
x n+]‏ 0( 





من )١(‏ و(٣)‏ نبرهن أن +“ يقع بين ,© و ك . 
. 
كذلك من E f )١(‏ 
1 ج32 1+ Tn‏ 
| 1 
< 
ج03 m+]‏ 
الارحية E‏ 
(T) o‏ 


ذا کن امعد اة غا ]5ا قف م رامن أفلى قإة الققل را 
يوضح الموقف. با أن ج18 يقع داخل الفترة الداخلية» فإن ,ي تقريب علوي أفضل 
1 


من يبد و 
أكبر . 





+1 






0" لے 
اله 1 Xn+‏ بر 2/36 ax‏ 


)"*21١ شكل‎ 





لتقن نان 


من تار سخ الاستاتيعا 





الميكانيكا هي دراسة تأثير القوى على الأجسام . الجزء الذي يعنى بدراسة القوى المتزنة 
يسمى الاستاتيكا بعكس الحزء الآخر الديناميكا حيث القوى غير متزنة والأجسام ليست في 
حالة سكون. هنا سنعنى بالاستاتيكا حيث إنها أسهل وطورت قبل الديناميكا. سنقدم 
الموضوع عن طريق أعمال ستيفينوس وارخميدس . بالرغم من أن الإنجازات الحقيقية الأولى 


تعود إلى ارخميدس وسبقت إنجازات ستيفينوس بعدة قرون» إلا أنني أفضل أن أبدأ بالأخير . 
الجزء الأول : ستيفينوس وأرخحميدس 


ستيفينوس (5/611145) رجل هولندي عاش في القرن السادس عشر وعاصر ديكارت . 
أي أنه عاش قبل نيوتن وليبنتز واكتشاف التفاضل والتكامل بحوالي قرن واحد . لقد فتن هذا 
الرياضي البارع بتطبيقات الرياضيات. بالنسبة له. الرياضيات الجيدة هي التي يمكن 
الاستفادة منها في مجال ما. لقد كان من أول مستعملى الكسور العشرية وأثبت فائدتها في حياتنا 
العملية واخترع أول عربة بدون حصان وكذلك شيد السدود التى لا تزال موجودة . لقد 
خلدت أعماله بتمثال أقيم له في مسقط رأسه «بروغ» . إل حدث وذهبت إلى هناك فابحث 
عنه . الآن سنرى كيف استنتج قانون المستوى المائل . 


o 


o4‏ الطرق الرياضية في العلوم 


)١- ١ - ۲(‏ المستوى المائل 

حتى تجربتنا الحياتية اليومية العادية تطرح للشخص الفضولي الكثير من التساؤ لات . 
وتظهر هذه التساؤ لات جلية كلا كانت التجربة بسيطة . بغض النظر عن اهتامنا با موضوع . 
كلنا نعلم أن دفع جسم إلى أعلى على سطح شديد الانحدار أصعب من دفعه على سطح 
اقل اتحدارا. كلما زاد الانحدار احتجنا إلى قوة دفع أكبر. السطح المائل يمكننا من دفع 
صندوق ثقيل لا نستطيع حمله إلى داخل السيارة . استعمال العقل يقلل من اعتمادنا على القوة 
العضلية : ميزة هذه الآلة البسيطة هي أن السطح المائل يتحمل جزءاً من الوزن . قد يتساءل 
ليع ب أن الدفع إلى أعلى أسهل من الرفع » كيف وفرنا الجهد؟ لقد أثار الموضوع فضول 


بعد التدبروالتفكير » استطاع ستيفينوس من صياغة السؤ ال على النحوالتالي : كيف 
يمكن مقارنة قوة السحب على المائل بالقوة الضرورية لسحبه إلى أعلى مباشرة؟ انظر الشكل 
.)١1-7(‏ با أن قوة الشد في الخيط « تعادل القوة إلى أسفل المستوى المائل» إذن نسبة السحب 
إلى قوة الرفع المباشر تساوي 0:17. لكن المستوى الرأسي حالة خاصة من المستوى المائل ولذا 
فإن الحالة العامة هنا موضحه في الشكل (7-7) ويصبح السؤ ال إذا افترضنا التوازن: ما هى 
نسبة» إلى W‏ ؟ 





شكل )١-7(‏ شكل 0 


نتجربتنا اليومية العادية البسيطة تكفي للبدء بالاجابة . نعرف أنه إذا زاد الانحدار زاد 


السحب . إذا كانت زاوية الميل صفراء فإننا لا نحتاج قوة أفقية لإبقاء 18 في حالة اتزان ؛ إذا 


من تاریخ الاستاتيكا ) هه 
كانت زاوية الميل 4٠‏ فإننا نحتاج قوة رأسية مقدارها 17. خذ الحالات التي يزداد فيها الميل كا 
في الشكل (7-7). طبعا في حالة الزوايا المتوسطة نحتاج إلى قوى متوسطة . لو كانت ¥ وس 
متساويتين لسحب الجسم الذي على يمين الشكل (۲-۲) بقوة أكبر وانزلق إلى أسفل . لذا 
نستنتج أنه في حالة التوازن W‏ > س . هذا صحيح ولكن ما هو الفرق بينب|؟ . 





شكل (7-؟) 


سنو جل هذا السو ال ونفحص بعض الأمور الهامة المتعلقة با سبق ذكره. أولاء إن 
تغيبر البيانات أمر مهم في حل أية مشكلة . بواسطة هذا الأسلوب توصلنا إلى الحقيقة القائلة 
أن القوة الضرورية لإبقاء الجسم في حالة توازن على سطح مائل تعتمد على درجة انحدار 
المائل . 


ثانياء إن العديد من الفرضيات الضمنية تظهر جلية بعد إعادة النظرفيها سبق , كلنا 
نعلم أننا لوتوقفنا قليلا لنأاخذ نفسنا عند دفع صندوق ثقيل على مستوى مائل إلى وسط 
السيارة فإن الصندوق قد لا ينزلق إلى أسفل المائل . الاحتكاك قد يمنع الانزلاق عندما 
نتوقف عن الدفع . لم نقل شيئا عن الاحتكاك بعد. الآن. خذ الحالة الموضحة في الشكل 
(1-7). احتمال انحناء المستوى بصورة طفيفة تحت الوزن ۷ وارد ولكننا نتجاهل هذا . 
كذلك نتجاهل الاحتكاك عند البكرة ووزن الخيط وعدم تجانسه وعدم مرونته . 


كه الطرق الرياضية في العلوم 


إن الطبيعة معقدة للغاية ولكي نستطيع دراستها يتحتم علينا تبسيطها. يمكن التقليل 
من الاحتكاك بجعل السطح المائل أملس وكذلك بالتزييت. وهكذا یمکن الاقتراب من 
الحالة المشالية حيث ينعدم الاحتكاك . كذلك باستعمال خيوط دقيقة مرنة ومتجانسة وسطوح 
ملساء قوية وبكرات أفضل نستطيع التقليل من الآثار العارضة في الشكل )١-7(‏ . كلا 
اقترب الوضع الحقيقي من الخالة المثالية استطعنا اختبار النظرية الناتجة عن نموذجنا بدقة 
أكبر . 


الثاء هناك وجهة نظر الفلاسفة حول طبيعة العلوم وهي أن الفيزياء علم تجريبى . هذا 
صحيح ولكن لا تجعل هذا يضللك إلى الاعتقاد أن ستيفينوس بدأ في حل مشكلته بقياسات 
وملاحظة دقيقة. هذالم يحدث. قبل معالجة القياسات» وجب عليه أولا أن يختار القياسات 
الي يمكن الاستفادة منها. لقد حل مشكلته بالتفكير الدقيق في بعض الحقائق البسيطة . 
مشكلته الحقيقية كانت فكرية أكثر من أي شىء اخر. كان عليه أن يحدد الأمور التى لما صلة 
هامة بالموضوع والأمور التي ليست ها أهمية كبرى. إن هذا التخيل والتجريد من الواقع 
التجريبي إلى النموذج المثالي هو المفتاح الأساسي إلى الاكتشاف. لم يكن لدى ستيفينوس أي 
شي ء ليجربه إلا بعد أن أصبح لديه نظرية . حاجته للقياسات تأتى بعد وضعه للنظرية . 


نعود مرة أخرى إلى السطح المائل . ماهي نسبة إلى عند التوازن بافتراض 
الظروف المثالية في الشكل (۲-۲)؟ لقد عرف ستيفينوس أنه في حالة انعدام الاحتكاك فإن 
التوازن لا يعتمد على شكل الأجسام ۷ و. سواء كانت على شكل صناديق أو اسطوانية 
فهذالا يؤثرني التوازن. بل ويمكن استبدال هذه الأجسام بخيوط وسلاسل کا تصور 


ستيفينوس بنظرته الثاقبة . 


خذ الشكل (5-7). لنفرض أن 48٤‏ سلسلة من النوع القديم . ونعني بالنوع القديم . 
السلسلة السميكة المتقاربة الحلقات ول ليست سلاسل اليوم الدقيقة ذات الحلقات المستطيلة . 





تکل غ شكل (0-5) 


يمكن اعتبار هذه السلسلة كاملة المرونة وذات كثافة منتظمة . ادن الوزنان ⁄ ناما على AB‏ 
و86 يتناسبان مع طوليهم| وتصبح نسبة ‏ إلى ١‏ كنسبة 48 إلى 8€. وعلينا الآن معرفة 
النسبة. الأخيرة. هل هذا تمكن؟ يبدو أننا أخذنا خطوة في الاتجاه الخاطىء . 


لقد تصور ستيفينوس سلسلة مغلقة وهوما لا يمكن أن يتصوره إلا القليل جدا منا. انظر 
الشكل (5-7). إما أن تكون السلسلة المتجانسة المرنة المغلقة حول المنشور الثلاثي في حالة 
حرقة أوسكون. لنفرض أا تسرك ق اتهد 486 خد نقطة على السلسلة ولتكن 6.حيف 
إنها تتحرك إلى أسفل لابد أن يكون هناك قوة تجذا إلى أسفل . عندما تتحرك سيحل محلها 
نقطة أخرى . ماذا بعد ذلك؟ السلسلة ككل تحتل نفس المكان السابق ولكن كل نقطة تتحراه 
فليلا. نستنتج من هذا أنه لوكان في البداية قوة تؤثر على السلسلة عند النقطة © فإن القوة 
تبقى حتى الآن. لذاء إذا كانت السلسلة في حالة حركة في البداية فإنها تبقى في حالة حركة 
دائها. ولكن الحركة الأبدية. مصدر الطاقة الدائم المجاني ما هوإلا وهم الفلاسفة . 
المولنديون يعرفون جيدا أنه لا شيء يأتى من لا شيء. وستيفينوس كان هولندياً. نستطيع 
القول بأن السلسلة في حالة توازن . وحيث إن السلسلة بكاملها في حالة توازن فإن الجزء 
السفلي 4/20 في حالة اتزان أيضا. وبا أن السلسلة كاملة المرونة فإنه لا يوجد مقاومة للثني 
عند 4 أو ولذا فالسلسلة تتدلى بصورة متناظرة تحت 46,. إذن قوتا السحب إلى أسفل عند 
4 وت متساويتان ؛ إذن عندما نلغي الجزء السفلى 42€ فإن الجزء العلوي 48€ يبقى متزناً 
تيا ف في الشكل (1-1). 


۸ الطرق الرياضية في العلوم 





شكلم شكل (۷-۲) 


وبديبي أن اتزان السلسلة 486 لا يتأثر إذا مدد المنشور الثلاثى كا في الشكل (۷-۲). 
كون 46 حافة القاعدة للمنشورلا يهمنا وإن المهم هو أن 46 أفقي . لنفرض أن 40 في 
الشكل (8-7) ليس أفقيا. بها أن 46 ليس أفقيا فالجزء السفلى من السلسلة لا يتدلى بصورة 
متناظرة نحت 46 وهكذا فالقوى السفلية عند 4 و) غير متساوية . إذن عندما نلغى الجزء 


السفل فإن الجزء العلوى 486 غير متزن. 48€ يكون متزناً إذا وإذا فقط كان 4٥‏ أفقيا . 


باختصار» الشكل (7-7) يعطي جواب السؤ ال حول الشكل (4-7). في الشكل 
(57-/1). 40 مواز ل “40 ومنه لستنتج أن أطوال أضلاع الم '80'ى متناسة مع 
أطوال أضلاع المثلث 486.. إذن 
BC A BC‏ 
8ى AB‏ 
وحيث إن السلسلة ذات كثافة منتظمة نجد أن 


BC _ س‎ 


AB W 


إذن 
a‏ )۱( 


أي أن نسبة الأوزان تساوي نسبة أطوال الموائل التي تقع عليها. 


لكن هذه العلاقة تتحقق بغض النظر عن ميل 4/“8 و “80 على الأفقي . من هذا 
نستخلص أن التوازن يتحقق حتى لو کان 807 موقي نش ظط أن يبقى 40 أفقيا . هذا 
الوضع موضح في الشكل (۸-۲). هنا 


ومن )١(‏ نجد أن ووو عد د 2( 


Tj w = W- sin a. ومنه أن‎ 





شكل (۸-۲) 


بقى علينا أن نشير إلى أن قوى الشد عند 8 وكذلك توازن النظام لا يتغير لواستبدلنا 
السلسلة المتجانسة بخيط عديم الوزن معلق به الوزن ۷ من طرفه الأيسر والوزن ۷ من طرفه 
الأيمن. نصل من هذا كله إلى أن المعادلة (؟) هى الجواب للمشكلة الموضحة في الشكل 
)١-۲(‏ وللسؤال الأساسي «كيف يمكن مقارنة قوة السحب على المائل بالقوة اللازمة لسحبه 
إلى أعلى مباشرة؟» . 


5 الطرق الرياضية في العلوم 

إنه لمن الحكمة أن نختير ما توصلنا إليه . من المعادلة (۳)» عندما تكون*0 = »فإن 
0عد» وزوومنه 0 = س وحينم) تكون 90° = ه فإن 1 = » وزو وعليه فإن ۷ = س .إذن 
قانون ستيفينوس صحيح في حالة السطح الأفقي والرأسي . لقد وصلنا المرحلة التي تلى مرحلة 
وضع النظرية حيث نحتاج إلى قياسات دقيقة لاختبار النتائج النظرية . كان لدى ستيفينوس 
نظرية اختبرها وكانت النتائج مرضية بالنسبة له . قد يظهر حله هذا واضحا بالنسبة لنا الآن 
ولكنه يتطلب في البداية الكثير من الرؤ ية الثاقبة والعبقرية . لا نستطيع أن نرغم أنفسنا على 
الإتيان بمثل هذه الأفكار النيرة . 


إن مادة هذا الموضوع عن السطح المائل مثل الحزء التالي عن الروافع مأخوذة من كتاب 
ارنست ماخ (14411 /8:7165) . أساسيات الميكانيكا حيث يوجد ترحمة انجليزية جيدة 
(184) من الأصل الألماني .)١88(‏ بالإضافة إلى كونه فيزيائيا قديرا خلدت تجاربه في 
الصوت بوحدة ماخ . فهويعتبر فيلسوف العلوم الأول في عصره . قبل كتابة مجلده هذا كان 
عليه أن يقرأ ار ميدس فى اللغة اليونانية الأصلية وغاليليوثي الايطالية وستيفينوس في اطولندية 
واخرين في اللاتينية . المتخصصون يقولون إن هناك بعض النقاط القليلة التى أخطأ في فهمها 
ولكن حين نتذكر أنه كان فيلسوفا وفيزيائيا وليس لغويا فإننا نتوقع بعض الأخطاء . بالرغم من 
بعض العيوب البسيطة إلا أن الكتاب عمل رائع من قبل رجل رائع : إنه بالنسبة لي أروع 
كتاب قرأته حيث إنني قرأته في الوقت المناسب عندما كنت صغيراً ولكن لم أكن صغيرا جدا . 
إنه يتطلب القليل جدا من الرياضيات والكثير من البديبة. إنه يستحق أن يقرأ عدة مرات . 


)5-1١-‏ الروائنع 
إننا أناس مخطئون . مع أن أرخميدس ١7-7817(‏ 7ق . م) يعتبر أعظم رياضى يوناني فإننا 
ننسب إليه أشياء لم يفعلها ولا ننسب إليه أشياء عملها فعلا. إن طرقه العبقرية في حساب 
المساحات والحجوم قربت الرياضيات من بداية حساب التكامل ومع ذلك فإن الكتب تعطى 


من تاريخ الاستاتيكا 11 
الشرف الكامل في اكتشاف علم التفاضل والتكامل لنيوتن وليبنتز. لقد بدأ ارخميدس علم 
الميكانيكا باكتشافه لشروط توازن الروافع ولكننا ندعي أنه اكتشف الروافع نفسها_ مع أن 
بنائي أهرامات مصر استعملوا الروافع قبل ولادته بالاف السنين . 


هنا سأكتفى بإعطاء مقدمة عن الأفكار التى بنى عليها أرخميدس اكتشافه لشروط توازن 
الروافع . للحصول على معالجة كاملة لنظرية الروافع راجع كتاب ماخ . 


مع أن أرخميدس لم يصرح بأن الروافع صلبة وخفيفة وأن الخيوط خفيفة ومرنة عند دراسته 
للأوزان المعلقة في الروافع إلا أن جميع هذه الأمور مفهومة ضمنا من طريقة معالجته . نجد هنا 
المخالية المحتومة. لقد كان أسلوبه رياضيا حيث بدأ بتحديد فرضياته . أولى هذه الفرضيات 


والتى اعتيرها بديبية هي : 


بدمهية )١(‏ الأوزان المتساوية عند مسافات متساوية تكون متزنة . طبعا يفهم من هذا أن 
المسافات تقاس من نقطة الارتكاز وأن الأوزان على الجانبين. الشكل (4-7) يوضح 
اة 


ا لل ا 


4 











شكل )٩-۲(‏ 
هناك سؤ الان حول هذه البدية. الأول: هل نصدقها؟ هل هذه هي القاعدة 
الصحيحة لتوازن الأوزان المتساوية؟ فكر قليلا. لا يمكن وجود قاعدة صحيحة أو غير 
صحيحة لولم يكن لدينا قواعد فى الأصل . والآن السؤ ال الثاني والذي يأتي قبل الأول من 


ا الطرق الرياضية في العلوم 

الناحية المنطقية : هل القواعد تمكنة أصلا؟ طبعا يحلولنا القول بأنه جب أن يكون هناك 
فواعل . جب؟ لسن هتاك ضرورة. إننا لا ندري . ولكن بدون قواعد لا يوجد علوم ولا بحث 
علمي . إننا نقبلها كمسلمة أن العلم تمكن وأن هناك قواعد. 


س 


نعود الآن للسؤال الأول : هل البديهية )١(‏ تمثل القاعدة الصحيحة لتوازن الأوزان 
المخساوية؟ طبعاء كلنا نعرف كيف نزن رطلا من اللحم على الميزان ذي الأذرع المتساوية . 
لقد وضح ارخيدس تجربتنا العادية . إذن قاعدته «واضحة» بمعنى أننا معتادون على أمثلة 
لها. كلنا نعرف أن الماء المغلى يتحول إلى بخارء واضح أن الماء ا لمغلى يعطينا بخارا. مجرد 
حدوث هذا الشيء واضح . ولكن السبب في حدوثه ليس واضحا. محرد انطباق البديهبية )١(‏ 
في حالة الميزان واضح» لكن السبب وراء هذا ليس واضحا. 


هذا يوصلنا إلى مبدأ السبب الكافي أوغير الكافي إذا شئت . يمكن توضيح هذا المبدأ 
بقصة حار بوريدان. بوريدان كان فيلسوفا لاهوتيا ويعرف الآن بسبب حماره فقط ‏ ونحن لا 
نعرف بالتأكيد ما إذا كانت قصة حار بوريدان هى قصة بوزيدان . ولكن بغض النظر عن 
هذاء لقد وجد الحيوان المسكين نفسه بين حزمتين من التبن . لقد كان في المركز بين هاتين 
الحزمتين الشهيتين وال مت]ثلتين تماما. لم يستطع الحمار من إيجاد سبب كاف للذهاب إلى حزمة 
دون الأخرى. وبسبب مبدأ السبب الكافي أو غير الكافي مات من الجوع . 


نترك حار بوريدان ونعود إلى رافعة أرخميدس . إذا وضعت الرافعة والخيوط والأوزان 
بشكل متناظر حول نقطة الارتكاز, لا يوجد سبب بوط أو ارتفاع الوزن الأيمن دون الوزن 
الأيسر. لنفرض أن الوزن الأيمن هبط . لكن أيهما الوزن الأيمن؟ إذا نظرنا إلى الرافعة من 
الحهة الأخرى نجد أن الجهة اليمنى تصبح يسرى الآن . إذن قاعدة اليمين هنا متناقضة . 
وكذلك قاعدة اليد اليسرى متناقضة . هذه القواعد تعتمد على وجهة نظر الشخص ولكن 
الرافعة لا همها إذا روقبت أم لا. لذلك فإن الاختيار الوحيد الثابت هو البديهية .)١(‏ 


أ ريدس يفترض فرضية أخرى . وقد يكون استوحاها من التجربة التالية. كلنا نعرف 
أن حمل سلم بمساعدة شخص اخر أسهل من حمله بدونها . بدون مساعدة» تحمل الوزن كله 
على أكتافك وبالمساعدة يتوزع الوزن على أكتاف الحاملين . تصور أنك تحمل سلا منتظم| مع 
شخص اخر. كل منكا عند طرف . من الذي يحمل الوزن الأثقل؟ تبادلا الأماكن . ستجد 
انك تحمل نفس الوزن. إنكما تتقاسمان الوزن بالتساوي . إذن يمكن القول أنه في الحالة 
المنالية عندما يحمل السلم اثنان وأكتافهما عند نفس الارتفاع عن سطح الأرض فإن الوضع 
متناظر تماما وكلا منهها حمل نصف الوزن تماما . أما إذا مله شخص واحد فإنه يحمله عند 


منتصفه ليحصل على التوازن . 


الآن نترك الاكتاف وتركز على الأوزان نفسها. نستنتج أن توازن سلم أو قضيب عديم 
الوزن ومعلق في كل طرف منه الوزن 77لا يتأثر إذا بدلت الوزنين بوزن واحد 2۷ معلق في 
وسطه . وبالعكس يمكن استبدال الوزن 218 ف الوسط بالوزن # عند كل طرف منه بدون أن 
يتأثر التوازن. هذه فرضية أرخيدس الثانية» ويمكن صياغتها باختصار على النحو التالي : 


۷ عند كل طرف 27 في الوسط (مع الاتزان) (A)‏ 


والشكل )٠١-۲(‏ يوضح هذه الفرضية . 


من البديبية )١(‏ والفرضية (4) أو بالأحرى من تعميم للبديية » يمكن استنتاج قانون 
أرحميدس للروافع . سأعطي فكرة عن طريقة البرهان للحالة العامة عن طريق حالات 





1٤‏ لطرق الرياضية في العلوم 
في البداية تفحص شكل .)١١-7(‏ نفرض أن الأوزان الخمسة المتساوية على مسافات 


متساوية من ر بعضها البعض وتساوي الوحدة . المجموعة كاملة في وضع تناظر بالنسبة لنقطة 





شكل )١١-7(‏ 
لدينا محاكمة بديلة . حسب البديهية »)١(‏ الوزنان عند 4 ./4 متزنان في غياب جميع 
الأوزان الأخرى. وكذلك الوزنان عند 8 .'8 متزنان في غياب الأوزان الأخرىء. وكذلك 
بالنسبة للوزن عند ۴ ونستنتج من هذا أن جميع الأوزان عند 4 “قم 8 FB‏ هتزنة . 


4 5 


4 5 2 ا 





شكل (۱۲-۲) 


الآن تمعن في الشكل .)١7-17(‏ بالفرضية (4) . توازن قطعة الرافعة 48 لا يتغير عندما 


نبدل الوزنين ۷ عند 4 و8 بالوزن 2۷ عند ٤‏ وعليه فإن توازن الرافعة بكاملها لا يتغير . 


وأخيراء ادرس الشكل .)١-7(‏ بالفرضية (4) لا يتغير توازن ۳۸۲ حين) نبدل /1آ 
عند ۴و۷ عند “4 بالوزن 217 عند “8 ؛ وكنتيجة لذلك فإن توازن الرافعة لا يتغير . 
باختصارء نقول إن الوزن 218 المعلق على بعد وحدة من نقطة الارتكازيتزن مع الوزن 
2 المعلق على بعد الوحدة من الجهة الأخرى . 
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شكل (1-5) 


ولكن 1 = 211:15 )01 


أو الوزن × المسافة من نقطة الارتكاز = الوزن × المسافة من نقطة الارتكاز. 





)١1-7( شكل‎ 


خخذ مثالا أخركيافى الشكل (14-5). بالتتاظر أوبواسطة البديبية )١(‏ نضل إلى أن 


الرافعة متزنة . 





الآنء راجع الشكل .)٠١-۲(‏ بالفرضية (4) توازن /84 لا يتغير عندما نستبدل # 
عند 8 و۷ عند ۸ بالوزن 2187 عند “8 ؛ لذا فاتزان الرافعة ككل لا يتغير . إذن الوزن ۷ 


على مسافة غ من محور الارتكاز يتزن مع 378 على بعد 3 وحدة من المحور. لكن 


اس 


3 


“٦‏ الطرق الرياضية في العلوم 


ومرة أخرى نجد 
الوزن × المسافة = الوزن × المسافة . 





)١6-7( شكل‎ 


أى 


الجاء الثاني : المتحهات 


مفهوم المتجه يظهر بصورة طبيعية وهوموضوع أساسي في الفيزياء ولا غنى عنه في 
الرياضيات التطبيقية . وحيث إنه واضح من البداية أن المتجهات مفيدة في مواضيع كثيرة فإن 
هذا يجعل من الممكن تدريس الموضوع في المراحل الأولى . إن إدخال المتجهات في منبج 
المدارس الثانوية يعتبر خطوة حقيقية إلى الأمام . 
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التيار 


الضفة اليسرى 
الضفة اليمنى 





شكل (17-7) 


نبدأ بمثال؛ يريد رجل أن يعبر نهرا من الضفة اليسرى إلى اليمنى . وحيث إنه متكاسل 
عن التجديف فهويستعمل قاربا بمحرك . إذا لم يشتغل المحرك فإنه يندفع مع تيار الماء . 
لنفرض أنه يندفع لمسافة 48 في وحدة الزمن . انظر الشكل .)١5-7(‏ إذا كنا في قمة المد ول 
يكن هناك تيار في النهر والمحرك يعمل فإنه يقطع مسافة ولتكن ©4 في وحدة الزمن . إذا كان 
هناك تيار والمحرك يعمل فللقارب سرعتان بسيب العاملين كليهما. أين سيكون القارب بعد 


وله الم 


الاجابة سهلة . خذ حالة خاصة . إذا كان القارب عند 4 ومتجه إلى أعلى النهر بسرعة 
٠‏ قدم/ث (أي ه ميل /سا) ضد تيار معاكس له نفس السرعة فإنه لا يتحرك إلى أعلى 
ولا إلى أسفلء بل يبقى ثابتاً بالنسبة لضفة النهر. بعد دقيقة سيكون في نفس الموقع الذي 
سيكون فيه بعد دقيقتين لو تحرك تحت تأثير التيار بدون محرك فى الدقيقة الأولى وتحت تأثير 
المحرك بدون تيار فى الدقيقة الثانية. في الدقيقة الأولى يتحرك مسافة 44٠‏ قدما إلى أسفل 
الغمر مع التياروفي الدقيقة الثانية يتحرك 44٠‏ قدما في الاتجاه ا معاكس للتيار. إذن بعد 
دقيقتين يكون في نفس مكانه الأصلى تحت تأثير كل من التيار والمحرك لمدة دقيقة . باختصار. 
محصلة قوتي التيار والمحرك هي نفس المحصلة لوكان كل منهم| مستقلا عن الآخر. 


۸ الطرق الرياضية في العلوم 


نعود إلى الحالة العامة في الشكل .)١١-۲(‏ من الطبيعي أن نفترض وجود القارب بعد 
وحدة الزمن مثل دقيقة عند النقطة 2 حيث )4810 متوازي أضلاع . انظر الشكل 117-29 
بعد دقيقة وتحت تأثير التياروبدون محرك يندفع القارب إلى 8 . وفي الدقيقة التالية تحت تأثير 
المحرك وبدون التياريندفع إلى 2. إذن تحت تأثير قوتي التياروالمحرك تواليا يكون القارب عند 
0 بعد دقيقتين. وبصورة أخرى. إذا بدأ القارب عند 4 تحت تأثير المحرك وبدون تيار يصبح 
بعد دقيقة عند € وفي دقيقة أخرى تحت تأثير التيار فقط يصل إلى 2. بأي طريقة ننظر إلى 
الوضع » محصلة المحرك والتيارلمدة دقيقة واحدة هى وصول القارب إلى 2. أليس طبيعيا أن 
نستنتج أن محصلة القوى لمدة دقيقة هى وصول القارب إلى 2 ؟ وهكذا توصلنا إلى قانون 
متوازي الأضلاع للازاحات . 


التيار 


الضِغة اليسرى 
الضفة اليمنى 





شكل (۱۷-۲) 


في نصف (أو ضعف) الوقت. إزاحة القارب أسفل الغبر تصبح نصف (أو ضعف) ۸8 
قل 48 وإزاحته عبر الغبر نصف (أوضعف) 4€ » قل “40 أي أن مكان القارب الناتج 
من الازاحتين هو '(1 حيث ')'(48'1 متوازىي أضلاع أضلاعه نصف (أوضعف) 
أضلاع متوازى الأضلاع )482 . انظر الشكل (۲۔۱۸) . 


بصورة عامة وبغض النظر عن الزمن» نسبة /48 إلى 48 هى نسبة 40 إلى 46 . 
والمكان "2 الحاصل من الازاحتين '48م و“46 سيكون بحيث أن متوازیی الأضلاع 


من تاريخ الاستاتيكا 5 


ا 





E 


شكل (۲- ۱۸) 


AFD‏ ووه سو ابات CD AA OAS‏ و4628 ات اشا 


باهندسة نستنتج أن “82 تقع على 472 أو امتداده . إذن مسار القارب على 42.. لکن ۸8 
و46 يمغلان المسافتين المقطوعتين إلى أسفل وعبر النبر فى وحدة الزمن . دقيقة واحدة. إذن 
هاتان الازاحتان تمثلان مركبتي السرعة في هذين الاتجاهين وتكون المحصلة هي 42 . وهكذا 
نحصل على قانون متوازي الأضلاع للسرعات . 


الإزاحات والسرعات كميات جديرة بالملاحظة . حيث إن لها اتجاهات بالإضافة إلى 
قيمها العددية فمن المعقول تمثيلها بقطع مستقيمة موجهة أوما نسميها متجهات . اتجاه الكمية 
يعينه اتجاه قطعة المستقيم ومقدار الكمية يتعين بطول القطعة . بها أن الازاحات والسرعات 
متجهات فإن محصلة أي اثنتين منها قثل قطر متوازى الأضلاع المار بالنقطة المشتركة للضلعين 
اللذين يمثلان الكميتين . كثير من الكميات الطبيعية لها طبيعة المتجهات . يعرف الملاكمون 
الشرف بين لكمة ساشرة يمينية ولككمة شاقولية؛ اناه اللككمة قد يتكون خاس إذن علينا أن 
نتوقع قانون متوازي أضلاع للقوى كذلك . 


59 الطرق الرياضية في العلوم 





شكل (۱۹-۲) 


خذ الشكل .)١15-75(‏ النقطة عند 4 في حالة اتزان تحت القوة ,س على الخيط ۸8 
والقوة ,1777 على الخيط 40 والقوة ۷ على الخيط 42 . وبما أن 4 متزنة تحت القوى 
الثلاث. إذن فهى متزنة تحت أي واحدة منها ومحصلة القوتين الأخريين» إذن 4 متزنة تحت 
القوة على “472 ومحصلة القوتين على 48 و40.. لكن 4 تكون متزنة فقط إذا كانت هذه 
المحصلة مساوية في المقدارللقوة على ۸7 وتعمل في الاتجاه المعاكس . انظر الشكل 
.)۲٠-۲(‏ التجربة تؤ كد توقعاتنا. لقد وجد أنه إذا كانت أطوال 48 و٣4۸و'42‏ هي W,‏ 
و و۷ و18 وحدات على التوالي فإن الرأس الرابع 2 لمتوازي الأضلاع والذي أضلاعه 48 
و46 يبعد عن 4 بحيث يكون طول 42 يساوي 77 وحدات وتكون /2 و4و2 على 
استقامة واحدة. باختصارء إذا كانت 48و46 متجهات تمثل قوى فى قيمتها واتجاهها فإن 
القطر 4 في متوازي الأضلاع 4810 متجه يمثل محصلة القوى في القيمة والااتجاه. 


بالطبع هنا نجد عنصر المثالية كا هو موجود في كل التجارب . عندما افترضنا أن الأوزان 
تؤثر بقوى ,18 » و۷ »۷ على 4 فإننا نفترض أن الخيوط عديمة الوزن وكاملة المرونة وأن 
البكرات الصغيرة عديمة الاحتكاك. . . الخ. كلما اقتر بت ظروف التجربة من الظروف 
ا لمخالية » كلا أثبتنا قانون متوازي الأضلاع بصورة أدق . 
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شكل (۲۰-۲) 


)١ - ۲ - ۲(‏ السطح المائل 

خذ جس| وزنه ۷ في حالة اتزان على سطح مائل صلب أملس وزاوية ميله » كما في 
الشكل .)7١-7(‏ بافتراض ظروف مثالية. نستنتج أن الشد على طول الخيط كله هو «.ما 
هي ۷ بدلالة W‏ ؟ 


الجسم متزن تحت تأثير ثلاث قوى هي وزنه 77 والذي يعمل إلى أسفل وشد الخيط س 
الذى يعمل إلى أعلى السطح و۴ رد فعل السطح . حيث إننا افئر ضنا عدم وجود احتكاك بين 
الجسم والمستوى إذن ۸ ليس ها مركبة بانجاه السطح , ولذا فهى عمودية على السطح . أيضا 


۴ يجب أن تكون معاكسة ومساوية في المقدار لمحصلة القوتين الأخريين . 





شكل (7-١5؟)‏ 


رف الطرق الرياضية في العلوم 


لكن من قانون متوازي الأضلاع » اتجاه ومقدار محصلة القوتين الأخريين يُمثل بالقطر 
المار في 4 من متوازي الأضلاع والذي تشترك أضلاعه التي تمثل ۷ وس في الرأس 4 . نستنتج 
أن القطر المارفي 4 عمودي على السطح المائل . 


i 3% 
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شكل (7-7؟07أ1) شكل (۲۔۲۲«ب») 


انظر شكل (77-7(أ0). من شكل (۲۲-۲«ب») نجد أن كلا من 845¿ 
و AEF‏ تكما ' EAB‏ ولذا فإن ۾ = 841 » وحيث 46 ||82. إذن 


.BD= AC = w إذن‎ AB - 797” وبا أن‎ . Z BDA = 90° 


من المثلث 482 نحد 
w = W-sin a.‏ 


مع أن ستيفينوس عثر على هذه النتيجة بطريقة مبدعة ومثيرة إلا أن نقطة الضعف في 
أسلوبه هي أنه لا يضاهي أبداً قانون متوازي الأضلاع في تطبيقاته الواسعة. 


(5-5؟-5؛) البكرة 

نظام البكرات يمكننا من رفع أثقال لا يمكن رفعها بالقوة العضلية وحدها. افرض أنك 
تحتاج لرفع الماكينة من سيارتك لإصلاحها. بدلا من مجاولة رفعها بنفسك» يمكنك رفعها 
بجهد أقل بواسطة نظام البكرات الموضح في الشكل (۲۳-۲). 





٠‏ ماكينة السيارة WE‏ ماكينة السيارة 





شكل (777-7أ») شكل (۲۳-۲«ب») 
كالعادة نفترض ظروف مثالية» وأن السحب عند © سيرفع الماكينة بدلا من أن يسقط 
السقف . إذا كانت البكرات عديمة الاحتكاك (مركز 4 مثبت) والحبال عديمة الوزن فإن 
القوة ب« إلى أسفل عند © تعطي شدا في الحبل يساوي «» ولذا فإن 8 عندما تتزن فهى متزنة 
تحت تأثير قوتين إلى أعلى كل منها تساوي ‏ وقوة إلى أسفل 7. إذن 
W‏ ع نن + نن 


وهذا ب يعطينا 


لخن الطرق الرياضية في العلوم 


إذا زادت ١‏ فإن الماكينة ترتفع . 


لاحظ أن هذه العلاقة نتيجة لقانون متوازي الأضلاع للقوى إذا أهملنا أبعاد البكرة التي 
مركزها 8. انظر الشكل (۲۳-۲«ب») حيث 11 و /88 يمثلان قيمة وانجاه القوى العلوية 
على البكرة بمركز 8.عندما تتلاشى هذه البكرة إلى النقطة 8 فإن £ و۸ يتطابقان عند 8 
ويصبح للمستقيمين ا و88 نفس زاوية الميل م على المستقيم الرأسي ٤8.الآن‏ 
نكمل متوازي الأضلاع رد8۸ . انظر الشكل .)۲٤-۲(‏ 


شكل (1-7؟) 
عندماتؤول 81 و 8# إلى 8٤‏ فإن 2 و '8 تنطبقان وينطبق 8/2 على 8٤‏ لأنه 
يبقفى موازيا 1 5 . لکن 8“”2 يساوي /81 في الطول» ولذا فإن 82 ينطبق على 6٤‏ 
وطوله قف طول “لظ .. ونكددا تفل من قنرق واي الاش لاعن أن السا 
تساوي 2۷ وتعمل رأسيا إلى أعلى . 
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نترك للقارىء إثبات أن محصلة قوتين متساويتين ومتعاكستين تساوي صفرا وذلك 


باستخدام قانون متوازي الأضلاع . 


7-5-5 الراشعة 


لدينا الآن فكرة عن الطريقة التي استنتج بها أرخميدس قانون الروافع . دعونا نستنتج 
القانون بواسطة قانون متوازي الأضلاع . 


في البداية لدينا ملاحظة حول الأجسام الصلبة. واضح أن الجسم الصلب 8 يكون متزنا 
تحت تأثير قوتين متساويتين ومتعاكستين وتؤ ثران في نفس النقطة من الجسم ولتكن النقطة ۸4. 
انظر الشكل (76-7) . ولكننا نعرف من لعبة شد الحبل أن أعضاء الفريق الواحد يشدون 
الحبل عند نقاط مختلفة . هل هذا ذو أهمية؟ طبعا لا. 8 ستبقى متزنة لوأن نقاط تأثير القوى 
المتساوية والمتعاكسة أصبحت عند “4 و”4 بدلا من كونها جميعا عند 4. انظر الشكل 
(11-1). مواقع تأثير القوى ليس ها تأثير على الاطلاق بشرط أن تكون القوتان المتعاكستان 
والمتساويتان هما نفس الحامل . إن قابلية نقل القوى عند ۸ و”4 ماهي إلا نتيجة 
لصلابة 8. 





شكل (6-7؟) شكل )7١-2(‏ 


بإمكان القارىء أن يتتحسيس أثمية مبدأ قابلية تقل القوى عندما يرى أن المبدأ يمكننا ن 
استاج شروط توازة الرافعة من قاترن متوازق الأغبلاع.. .نحن الآن ساهزون. لهذا 


۷٦‏ الطرق الرياضية في العلوم 

يمكن صياغة المشكلة بصورة عامة على النحوالتالي . ما هى شروط اتزان رافعة صلبة 
عديمة الوزن هه بالأوزان « وس المعلقة من الطرفين ۸و '4 ؟ أين نقطة الارتکاز ۴ 
على ۸۸٠‏ وماهي القوة المؤثرة على الرافعة عند ۴ ؟ فرضية أرخميدس (4) الموضحة في 
الشكل )١1١-7(‏ توحي بجزء من الحل . في هذه الحالة المخاصة المتناظرة حيث ۷ و س 
متساويتان نجد أن قوة رأسية تساوي مجموع الوزنين وتعمل عند نقطة الارتكاز في منتصف 
4 تؤمن التوازن. ألا يوحي هذا بأنه في الحالة العامة نحتاج إلى قوة رأسية'مه + مه عند 
نقطة ما۴ على 44 ؟ نعم» ولكن أية نقطة؟ عندما لا تتساوى و 'س فإننا نفقد التناظر 
و#ليست في المنتصف . مقدمتنا لطريقة أرخميدس في الروافع ستساعد القارىء على تعيين ۴. 


لكي نستعمل قانون متوازي الأضلاع لتحديد محصلة «اعند 4و 'مه عند /4 . 
سنمثل هاتين القوتين بالمستقيمين 48 و “4“'8 المرسومين عموديا إلى أسفل وأطوالم] لاو س 
على التوالي» وهذا نمثل هاتين القوتين من حيث القيمة والاتجاه. سنجد أنفسنا أماء 
صعوبة. با أن 8 و “4'8 مستقيمان متوازيان فإنى| لا يتقاطعان مھ امتدا ولذا لا نستطيع 
رسم متوازي أضلاع للحصول على محصلتهما. انظر الشكل .)٠۷-۲(‏ 





شكل (77-7) 


سكن العطلب على عل السو لول نان هد 7 دراوخ اتيش ای 
صعوبات . علينا إذن استبد الهم بقوتين متكافئتين (أي قوتين لما نفس التأثير ) وغير 
متوازيتين. هل يمكن إضافة قوة إلى س وقوة 9 انلا و ج 
متوازيتين وها نفس تأثير القوتين س و 'مه ؟ لنفترض أننا أدخلنا قوتين متساويتين ومتعاكستين 


عند 4 . واحدة في اتجاه 44 والأخرى في اتجاه 4۸ . كل من هاتين القوتين يلغي تأثير 
الأخرى. والتوازن لا يتأثر. ولكن من مبدأ قابلية نقل القوة» نستطيع تحريك نقطة تأثير 
إحدى القوتين إلى “4 بشرط عدم تغيير قيمة أواتجاه القوة. التمثيل بالمتجهات للوضع 
| لحجديد يظهرفى الشكل (۲۸-۲) . المتجهتان 46 و “4/0 نمشلان قوتي لعبة شد الحبل . 
بإكال متوازیی أضلاع المتجهات عند 4 و 4٠‏ نحصل على المتجهتين 42 و “4/2 واللتين 
تمثلان القوتين عند 4 و 4 على الترتيب . هاتان المحصلتان مجتمعتان لما نفس التأثير على 
الرافعة كا لأزواج المركبات» وأزواج المركبات ها نفس التأثير الذي للقوى الأصلية . فإذا 
كانت الرافعة متزنة أصلا فإنها تبقى متزنة الآن. وهكذا تغلبنا على هذه الصعوبة. 
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شكل (۲۔-۲۸) 

جديدة والتوازن لا يتغير ؛ وحيث إنها صلبة فإنه يمكن نقل القوتين على حامليها. انظر 
الشكل (74-7). لنفرض أن خطى عمل القوتين عند 4و 4 هما 42 و “4/8 واللذان 
تتقاطع امتداداتهه| عند 14. وبدون أي تأثير على الوضع نستبدل القوتين عند 4 و 4 بقوتين 
هيا نفس القيمة والاتجاه ونقطة تأثيرهما المشتركة 14 . 


شكل (۲۹-۲) 


۷۸ الطرق الرياضية في العلوم 


متجهاالقوتين عند 1 هما المستقي )ان المتجهان MD‏ و4١‏ حيث 482 = MD‏ 
و = “392 . انظر الشكل (7-:7) . 
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شكل (۲۔۳۰) 


لكن 345 يمكن تحليله إلى مركبتين مساويتين لمركبتي المتجه 42 إلا أن نقطة التأثير 
مختلفة . بالمثشل 347 لها نفس مركبتا المتجه 4(٠‏ . انظر الشكل .)7١-7(‏ لكن قوتي شد 
الحجبل 46/و“4202 تلغي كل منهبما الأخرى وكذلك الزوج 346 و :340 يلغي بعضه بعضاً. 
إذن المحصلة عند 184 تساوى محصلة القوتين و 'س وتعمل رأسيا إلى أسفل . إذن من قانون 
متوازي الأضلاع نحد أن المحصلة عند 4/ هى 'مه + مه وتعمل رأسيا إلى أسفل . 


السؤال الشيق هو: أين يتقاطع خط عمل المحصلة مع ۸۸۲ ؟ خذ الشكل (31-7”) . 
نتذكر أن المستقيم الموازي لقاعدة المثلث يقسم الأضلاع بصورة متناسبة . 





)١-7( شكل‎ 


إذن في المثلث 41/477 


NA BD 





مر MN‏ 
وف ا لل A MN‏ 


NA' _ B'D' 


MN MB’ 
98 0 )١( من‎ 
ما‎ ١ 118 = MN‘ BD. 
3 7 )5( ومن‎ 
NA’ ‘MB’ = MN. 27“ 


BD = MC = AC = A'C' = MC’ = 0 


كما في الشكل .)۳٠-۲(‏ ولذلك فإن 


MN-BD = 1177١81 
من (۳) و(٤) نصل إلى‎ 


NA‘ MB = NA’ - MB. 


۷۹ 
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(۲) 


(۳) 


(5 


© 


وهذه هى الإجابة لسؤالنا. خط عمل المحصلة الرأسي يقطع ۸4۲ عند النقطة ١‏ 


والتي محقق العلاقة (8). 


3 الطرق الرياضية في العلوم 

وباستخدام مبدأ نقل القوة مرة أخرى» نستبدل المحصلة التي تعمل عند 11 بقوة لها نفس 
القيمة والاتجاه وتعمل عند ١‏ وهكذا نكون قد أثبتنا أن محصلة القوتين « و س الرأسيتين عند 
44 على الترتيب هي القوة الرأسية 'مه + سوتعمل عند . لكن الرافعة تكون متزنة تحت 
تأثير قوتين قيمة كل منه| 'س + س وتعملان عند ١‏ إحداهما إلى أعلى والأخرى إلى أسفل . 
وعليه إذا وضعنا حور ارتكاز ۴ عند N‏ فإن الرافعة تبقى متزنة تحت القوى الأصلية . ومن (ه) 
نجد أن الرافعة في حالة اتزان إذا 


FA‘ قزر‎ = FA’ ١ 118 


FA’ = ون‎ FA= a وبجعل‎ MB’ = AB' = w' و‎ MB = AB = وبما أن رں‎ 


وهكذا استنتجنا قانون أرحميدس للروافع من قانون متوازي الأضلاع للمتجهات . 


(۲ -4-7) تطبيق أرخميدس لقانونه الخاص بالروافع 

لقد وضحنا كيف تم لأرخميدس اكتشاف قانون الروافع . کا تعرف أرخميدس هو أعظم 
رياضي يوناني. بل هوواحد من أعظم الرياضيين قاطبة . السبب الرئيسي لشهرته هو اكتشافه 
لبادىء حساب التكامل» وقد توصل إلى هذا الاكتشاف عن طريق تطبيق بارع لقانون 


الروافع . 


إن الأسباب الرئيسية التي دعت إلى حساب التكامل هى الحاجة إلى حساب المساحات 
والحجوم المحصورة داخل خطوط وسطوح منحنية . مثلا» حساب حجم الكرة يتطلب 
حساب التكامل . لقد كان أرخميدس أول من حل هذه المسألة الصعبة والطامة . ماهو وجه 
الصعوبة في هذه المسألة؟ وما علاقتها بالروافع؟ 


من تاريخ الاستاتیکا A1‏ 


نبدأ بالسؤال المتعلق بالصعوبة . قارن الكرة بالمجسمات الأخرى مشل الأسطوانة 
والمخروط . الكرة مستديرة في جميع الاتجاهات أما الاسطوانة والمخروط فيمكن وصفها بأنها 
نصف مستديرة. يمكن قص المساحة الجحانبية للاسطوانة القائمة على المستقيم 48 ومن ثم 
فردها في صورة مستطيل بدون أي تشويه . انظر الشكل (۳۲-۲) . وكذلك يمكن قص 
المساحة الجانبية للمخروط القائم على المستقيم 08 وفردها إلى قطاع دائري بدون تشويه . 
انظر الشكل (7-7") . لا يمكن عمل هذا للكرة. كلنا قشرنا البرتقال. سطح الكرة أكثر 


ع 





شكل (۲۔۳۲) 





شكل (۳۳-۲) 


A۲‏ الطرق الرياضية في العلوم 


الوا الثاني «ماعلاقة الروافع بحساب حجم الكرة؟ة لا يمكن الإجابة على ذا 
السؤال مباشرة . كل مسألة ينظر إليها من وجهة نظر معينة . يجب أن نتساءل : ما هى ظروف 
المسألة بالنسبة لأرخميدس؟ كيف تصور أرخيدس ومعاصر وه والذين سبقوهم مفهوم الحجم؟ 


ما هي الحجوم التي نعرف قوانينها؟ بعض الحجوم سهل مثل حجم متوازي السطوح 
القائم أو باختصار الصندوق. حجمه يساوي حاصل ضرب الطول في العرض في الارتفاع . 
هل تعرف القانون للمنشور القائم؟ لكن ما هو المنشور القائم؟ إنه يجسم أعلاه مضلع يطابق 
ويوازي قاعدته ووجوهه الحانبية (متوازيات أضلاع) عمودية على القاعدة. حجمه يساوي 
حاصل ضرب مساحة القاعدة في الارتفاع . لاحظ أن الصندوق منشور قاعدته مستطيل ولذا 
ينطبق قانون المنشورفي هذه الحالة الخناصة. الاسطوانة القائمة جسم قريب من المنشور. 
أليس واضحاً أنه عندما تزداد أضلاع قاعدة المنشور القائم والذي قاعدته مضلع منتظم فإن 
المنشوريقترب أكثر فأكثر من الاسطوانة القائمة؟ ألا يوحى هذا بأن نفس القانون ينطبق على 
الاسطوانات القائمة؟ 


حالة اهرمأ صعب بكثير . حجمه يساوي ثلث مساحة القاعدة في الارتفاع . هنا أيضا 
عندما تزداد أضلاع فاعدة الهرم المنتظمة فإن هرم يقترب من المخروط . من الطبيعي أن نتوقع 


من الذي اكتشف حجم الصندوق والمنشور والاسطوانة؟ إننا لا نعلم بالتأكيد. إن هذه 
القوانين وحتى قوانين ارم والمخروط كانت معروفة لدى المصريين . لم يكونوا يعرفون براهين 
دقيقة ها ولكنهم استخدموها. ولكن يمكن إعطاء بعض المعلومات الأكيدة حول المخروط . 


لقد اك كتشف حجم المخروط من قبل ديموقريطس (126710071/45) الذي عاش حوالي 
٠‏ قبل الميلاد. لقد خن القانون ولم يثبته : هناك دلائل على أن تخمينه لم يكن عشوائيا وإنما 


استند إلى بعض الشواهد . وكا قال أرخحميدس فإن ديموقريطس د يستحق الفضل الكبير على 
هذا التخمين لأن هذا سهل البرهان . يودوكسس (ء»×ه4»٤) ٠٠٠١-٤٠۸‏ قبل الميلادء أحد 
تلاميذ أفلاطون أعطى برهاناً دقيقاً لقانون المخروط . يسبب عناء الكتابة في ذلك الوقت لم 
يكتب إلا نسخ قليلة من مخطوطاته ولم يبق منها شي ء. في تلك الأزمنة» الطبعات لا تصل إلى 
الآلاف أومئات الآلاف من النسخ ى) يحدث للكتب الحديثة وخصوصا الرديئة منها ومع ذلك 
فإن محتوى ما كتبه معروف لدينا. أقليدس (2::0114) الذي عاش حوالى ٠٠١‏ قبل الميلادء 
ألف كتاب مبادىء الهندسة ك| يعرف جميع طلاب المدارس من جيلي . إن إنجاز أقليدس 
العظيم هوتنظيم أعمال من سبقوه. كتابه يحتوي على أشياء كثيرة بالاضافة للهندسةء لقد 
فهم اليونانيون الهندسة بصورة أعم. لقد حفظ هذا الكتاب العديد من براهين يودوكسس . 


لقد درس وتأمل أرخميدس بعمق أعمال من سم سبقوه. وهذه هي الظروف التي واكبت 
دصوره مشكلة الدائرة وهنا نحل المفتاح لسر غلاقة الروافع بالحجوم . 


للبحث عن السر نعود إلى ديموقريطس . إذا كنت قد سمعت اسمه من قبل فمن 
المحتمل أنك قد سمعته فى محاضرة فلسفية وليس في مادة الرياضيات . لقّد اشتهر بأنه 
فيلسوف ومؤسس النظرية الذرية. تصورديموقريطس للذرة يختلف تماما عن تصور 
الفيزيائيين المعاصرين . العالم بالنسبة له ولن عاصره من الفيزيائيين مكون من ذرات بالرغم 
من اتصال المادة الظاهري . الاختلاف الأساسي هو أن ديموقريطس تصور الذرة غير قابلة 
للانقسام . يمكن من الناحية النظرية على الأقل تجزئة المادة إلى قطع صغيرة وهذه إلى قطع 
أصغر إلى أن نصل إلى الذرات والتى لا يمكن تجزئتها أبدا . 


يحسن بنا أن نتوقف قليلا ونتأمل كيف خن ديموقريطس حجم المخروط . ما يمكن قوله 
هنا تأمى بالضرورة ولكن يوجد بعض الشواهد التى تسند ما نقوله . 


At‏ الطرق الرياضية في العلوم 

في البداية خذ حجم الصندوق. كيف نقنع الطفل بأن حجم القالب الذي أضلاعه 
٣ر٤‏ وه بوصة يساوي ١‏ بوصة مكعبة؟ حقاء نقسمه إلى ٠‏ مكعبا أبعادها تساوى الوحدة 
ونعتبر أن حجم كل مكعب وحدة الحجوم . يمكن اعتبار مكعب الوحدة ذرة واحدة وأن 
القالب مصنوع من 50 ذرة. الاعتراض الوحيد هنا هو أنه باستعمال ذرة ديموقريطس فإننا 
نعني أن مكعب الوحدة لا يمكن تقسيمه إلى مكعبات أصغر ولكننا لا نحتاج إلى هذا في 
المرهان . 


١ | 95‏ ظ 
الآن هل يمكن إثبات أن حجم القالب ه* ٤×‏ ×چ م” يساوي ٠لابوصة‏ مكصة 
بنفس الطريقة؟ ليس بنفس الطريقة تماما لأن الضلع ج ۳ لا يمكن أن يكون ضلعاً لعدد 
صحيح من مكعيات الوحدة . التعديل القبرورى واج تقس القالب إلى +8 مكعياً ار 
ذرة أبعادها تساوي + ثم نعيد تجميعها لنحصل على ۷١‏ مكعب وحدة. إذن مشكلة 


١ 
ت‎ 
حساب الحجم تتحول إلى إحصاء عدد الذرات . حفا هله هي وحهة نظر.ديموقريطس‎ 
رة‎ 


ا لخطة بسيطة ولكن التطبيق قد يكون صعباً. لنفرض أننا نريد إيجاد حجم قالب أبعاده 
لوعن ودين ب إن تعداد 544871١‏ ذرة أي مكعبات أبعاد كل منہا 2 »> أمر 
يسهل قوله ولكن يصعب تنفيذه. يعد المرء إلى ۳۷٤۲۸‏ ثم ينسى هل هذا العدد يمثل عدد 
الذرات المحصاة أوعدد الذرات التى ستحصى ثم يبدأ من جديد . ماذا نعمل إذن؟ نستطيع 
تبسيط عملية العد بتجميع أعداد كبيرة من هذه الذرات عن طريق الضرب بطبقات . إن 
القالب الذي قاعدته ۳×٤‏ وارتفاعه ه يحتوي على ١7‏ ذرة (مكعبات الوحدة) في الطبقة 
الأولى و7١‏ في الطبقة الثانية . . . » ومن هذا نستنتج أن عدد الذرات الكلى هو7١<9.‏ نعد 


الذرات بالتعامل مع كل طبقة أومقطع على حده. طبعاً ديموقريطس كان يعرف هذا أيضاً . 


ما هو المقطع أوالطبقة المناسبة للمخروط؟ نعم » إنها الطبقة الموازية للقاعدة. إذن يمكن 
اعتبار المخروط مكون من أقراص دائرية متجاورة سماكة كل منها ذرة واحدة. ولكن هناك 


من تاريخ الاأستاتيكا Ad‏ 


بعض التعقيد. مع أن الطبقات المتتالية ها نفس الشكل. مثل القالب. إلا أن أحجامها 


تتلف. إن العد في هذه الحالة فر علين مفهوم القطع التغي. 


إننا لا نعلم إلى أي حد طور ديموقريطس هذا المفهوم . لقد كان يعلم أن المكعب يمكن 
تجزئته إلى ثلاثة أهرامات متطابقة ؛ ولذا فإن حجم المرم في هذه الحالة يساوي ثلث القاعدة × 
الارتفاع > وعلى هذا الأساس حمن أن جميع الأهرامات والحالة النهائية أي المخروط ها نفس 
القانون . 

لقد تمكن يودوكسس من إعطاء البرهان اللازم . البرهان صعب وتفاصيله تستغرق عدة 
محاضرات . يمكن للقارىء الاطلاع عليه في كتاب إقليدس الثاني عشر. 


هذه هى الخلفية الفكرية لمشكلة أرحميدس المتعلقة بحجم الكرة . مع أن هذه المشكلة 
شبيهة نفمشكلة الخ وط إلا آنا أ صعب منها . الكرة تختلف عن المخروط حيث إنها مستديرة 


ما هى طريقته؟ إنها تعتمد على تطبيق بارع لقانون الروافع . لقد اختار ذراعي الرافعة 
بحيث يتزن مقطع الكرة مع كل من مقاطع الاسطوانة والمخروط الماثلة . مع أنه سمى طريقته 
الطريقة الميكانيكية إلا أنه لم يتعامل مع المعادن ول يحاول أن يحصل على اتزان بين قطعة 
معدنية وقطعتين أخريتين . لقد تعامل مع الأفكار وليس مع القصدير؛ طريقته كانت فكرية . 
لقو هاده اة التو قرة واحدة و ما ساقة الو ھا ت جد . إن عكر : 
لدرجة أنها لو كانت أصغر لانعدمت تماماً . ماذا عمل أرخميدس؟ متجاهلا المنطق» استنتج أن 
العدد اللانمائي من المقاطع التي تملا الكرة ستتزن مع كل من المقاطع اللاهائية التي تملا 
الاسطوانة والمقاطع اللانهائية التي تملا المخروط . واستنتج توازن المجسمات من توازن 
مقاطعها. يستطيع القارىء الحصول على التفاصيل في الجزء الأول من كتابي 


Mathematics and Plausible Reasoning 


A٦‏ الطرق الرياضية في العلوم 
وكذلك ا جزء الثالث عشر من كتاب A. Aaboe‏ 


Episodes from the Early History of Mathematics 


بقى أن نقول إن أرخميدس ل يترك الأمور ذه الصورة. لقد استخدم الطريقة 
الميكانيكية ليكتشف قانون الكرة بعد هذاء أعطى برهانا دقيقاً. 


يجب ملاحظة أن مفهوم المقطع المتغير له تاريخ طويل . بعد أكثر من ألفي سنة نجد فكرة 
كافالير ی (:6:41167)) حيث الانتقال من العنصر المتناهي الضغر إلى التكامل : فكرة 
الانتقال من ك(*) f‏ إلى حك (2) If‏ 


(Oa 1)‏ زو - J‏ . ون 
مع أن اكتشاف أرخميدس لحساب التكامل يعتبر أهم تطبيق لقانون الروافع . إلا أنه 
يوجد العديد من التطبيقات الممتعة . سأختار منها الإجابة على تساؤ ل طالب المدرسة : لماذا 


ناقص في ناقص تساوي زائدا؟ 


إحدى الاجابات على هذا السؤال هواليرهان الذي نحصل عليه من فرضيات 
وتعاريف علم الجبر . ولكن هذا ليس ما يريده التلميذ. التلميذ لا يقذّرولا يفهم هذا 


الرهان لأنه فوق مستواه . 


أخوه الصغير الذي يتعلم العد. يريد أن يعرف كم ۷+4 . أمه تعطيه الجواب ولكنه 
يزعجها بسو اله المتكرر «لماذا؟», «لماذا؟». «لماذا؟». 


هل يريد موجز برهان ۲۱+۱ كى) ورد في كتاب وايتهيد ورسل 
(Principia Mathematica)‏ ؟ أم آئة بريد أمثلة مقنعة على أن ار بع تقفاحات مع سبح 


من تاريخ الاستاتيكا AY‏ 


تفاحات تساوي إحدى عشرة تفاحة, وكذلك أمثلة مشامهة على البرتقال» على قوالبه 
الخشبية وأكواب وصحون أمه؟ أي إجابة تختارها الأم المسكينة؟ 


بدون شك» تساؤ لات تلميذك أي الأخ الأكبر وإن كانت أقل تكرارا إلا أنها تطلب 


الكثير . سؤ اله قد ينطوي على عدة أسئلة› ر کف اكتشف ؟أهء «وماهواستعاله؟ ولكن 
سو لولاا تاق ف كاقض نساوى زاعدا التلميد يريت هجا ملموسا .. الرافعة قى 





ظ 
O‏ 00 
دك 1 1 

dı‏ 1 دن 





شكل (۲۔-٤۳)‏ 


خذ اتزان رافعة (عديمة الوزن) تحت تأثير الأوزان ,¥ » ¥ W٠‏ ٠و,W‏ عند 
المسافات 41 < J 02٠ Go‏ 04 على الترتيب من نقطة الارتكاز 7 کا هوموضح في الشكل 
)۳٤-۲(‏ . الوزن إما أن يعمل على تدوير الرافعة حول ۴ في اتجاه عقارب الساعة 2م (كما 
تعمل W,‏ ورس ) أوتعمل على التدوير في الاتجاه المعاكس. عكس عقارب الساعة ف 
(ىا) تعمل W۷,‏ وت7آ1). مقياس هذا العزم الدوراني يساوي حاصل ضرب الوزن وطول 
الذراع من نقطة الارتكاز إلى نقطة تأثير الوزن. باختصار 

بدقة أكثر هذا العزم الدوراني يسمى العزم الساكن لتمييزه عن العزم الذي يظهر في علم 
الديناميكا. دعونا نأخذ العزم باتجاه عقارب الساعة موجباً والعزم بعكس اتجاه عقارب الساعة 
الا 


على ماذا تعتمد إشارة العزم؟ واضح أنها لا تعتمد على قيمة الوزن المستعمل. إن زيادة 
الوزن تزيد العزم ولكنها لا تغير إشارته . وكذلك لا تعتمد على طول الذراع . إذا قصرت 

فإن العزم يقل ولكن الإشارة لا تتغير . لكي نغير إشارة العزم يجب علينا أن نعكس اتجاه 
القوة مثل 17 وذلك باستخدام بكرة أو بتعليق الوزن على الاتجاه المعاكس لمحور الارتكاز. 
لكي نأخذ هذه الأمورفي الاعتبارسوف نعتبر الوزن الذي يعمل إلى أسفل الرافعة (مثل 
و7 وو18) وزناً موجباً والوزن الذي يعمل إلى أعلى الرافعة سالباً (مثل ۷ ووW‏ ). ولكي 
نفرق بين وزن يعمل إلى يمين حور الارتكاز (مثل W,‏ وي/88 ) ووزن يعمل إلى اليسار (مثل 
و7 و )۷W,‏ سنأخذ عور السينات على الرافعة حيث المركز في محور الارتكاز وحيث كل ذراع ۾ 
قطعة مستقيمة موجهة . كالعادة نعتبر الاتجاه الأيمن من المركز موجباً والاتجاه المعاكس سالباً. 


إذد الأذرع 4 و و4 موجبة بينما وه و په سالبة . 


الشكل (8-7") يوضح إشارات الأو زان والأذرع في الشكل (14-7") وإشارات جميع 
العزوم . ٠W,‏ (موجب) ويعمل عند مسافة ,© إلى يمين المركز (موجبة) ويدور الرافعة باتجاه 
عقارب الساعة (موجب) . إذا تذكرنا القط الذي اختفى بسرعة لدرجة أنه ترك تكشيرته وراءه 
نس نستطيه أن نكتب ولع =( . +١9‏ 


هناك خرافة وهي أن الرموز الرياضية يجب أن تكون دقيقة وكاملة . لكن اللغة بدون 
عامية وبدون حذف أي كلمة لا تطاق. إنها تجعل القارىء لا يعمل شيئاً سوى أن يستمع 
بصورة سلبية. الرياضيات مثل اللغة في هذا المجال. دعونا الآن نأخذ التكشيرات بدون 
القطط . 


ما هي إشارة ر ؟ إنها سالبة . وإشارة وه ؟ أيضا موجبة . وحيث إن العزم هنا عكس 
عقارب الساعة» إذن (-)-(+). (-) ونترك للقارىء أن يقنع نفسه أن ,187 و په تعطيان 
(-)=(-) . (+) وكذلك ۷ و وه تعطيان (+)-(-)"(-). 


a ا‎ Mı 


شكل ( ۲۔٥‏ ۳) 


هل أثبتنا قاعدة الإشارات؟ لاء لم نستنتج شيا من تعاريف وفرضيات الجبر . ولكننا 
حصلنا على تفسير حدسى هذه القاعدة, وأنها تطبق في الفيزياء وفوق كل شيء جعلنا 
القاعدة ملموسة. طبعا أي كمية طبيعية مقدارها حاصل ضرب كميتين يمكن أن توضح 
القاعدة بشرط أن تأخذ كل كمية قيم موجبة وسالبة . ولكن هل يوجد شيء أبسط وأقرب إلى 
الذهن من المشال على الرافعة؟ وهل هناك صعوبة في أن نتنباً الآن كيف اكتشفت القاعدة 


(٦ - ۲ - ۲(‏ مثلث فون ميسس للطيران (Von Mises Flight Triangle)‏ 
سبق أن درسنا حالات توازن السطح المائل والبكرة والرافعة بواسطة المتجهات . مثالنا 
هنا مسألة من الديناميكا ولكنها سهلة لدرجة أننا نضيفها إلى دراستنا للتوازن . المشكلة هي 
تحديد السرعة الهوائية لطائرة. أولاء ما المقصود بالسرعة اطوائية؟ إننا لا نقصد السرعة 


ف الطرق الرياضية في العلوم 


الأرضية. الأولى تعني سرعة الطائرة بالنسبة للهواء الذي تطير من خلاله والأخيرة تعني 
السرعة بالنسبة للأرض التى تطير فوقها. التمييز هنا مهم جدا بالنسبة لمشكلتنا. دعونا تأخذ 
المثال التالي لتوضيح الموضوع . 


لنفرض أن طائرة تطير بسرعة ثابتة من سان فرانسيسكو إلى لوس أنجيليس في أربع 
ساعات . لتسهيل الحساب نفرض أن المسافة 4٠٠‏ ميل . إذن السرعة الأرضية للطائرة هي 
٠‏ ميل /سا. أي أنها تصل في نفس الوقت وبنفس السرعة التى تصل بها سيارة لوكانت 
مزودة بمحرك قوي والطريق من سان فرانسيسك وإلى لوس أنجيليس غير مزدحم والبوليس 
غير منتبه. واضح أن الطائرة التي تساير سيارة منطلقة إلى لوس أنجيليس بسرعة ٠٠١‏ 
ميل /ساء تكون سرعتها الأرضية ٠٠١‏ ميل /سا أيضا. 


لكن ما هى السرعة الموائية للطائرة؟ هذا يعتمد على سرعة اطواء . إذا كان الهواء ساكنا 
فإن الطائرة تطير عبر الهواء بنفس السرعة التي تطير بها بالنسبة للأرض . سرعتها اهوائية 
١‏ ميل / سا وهي نفس السرعة الأرضية . 


لنفرض الآن أن السيارة توقفت للتزود بالوقود وأن الطائرة تطير ضد رياح معاكسة 
سرعتها ٠٠١‏ ميل/سا. لكي تبقى الطائرة فوق السيارة الواقفة عند محطة البنزين عليها أن 
تطير عبر الرياح بسرعة ٠٠١‏ ميل /سا. مع أن السرعة الأرضية للطائرة الآن تساوي صفرا 
(مشل سرعة السيارة)ء إلا أن سرعتها الهوائية ٠٠١‏ ميل /سا. عندما تواصل السيارة رحلتها 
من المحطة بسرعة ٠٠١‏ ميل / سا فإن على الطائرة أن تزيد سرعتها الهوائية إلى ٠٠١‏ ميل/سا 
لكي تبقى فوق السيارة. باختصارء السرعة اطوائية للطائرة هى نفس السرعة الأرضية إذا 
كان عطي ف سا2 ساق 


من تاريخ الاستاتيكا 8 


دعونا الان ستحخدم المتجهات لتوضيح العالاقة بان سرعة الطائرة الأرضية 1 والسرعة 
اشوائية للطائرة a‏ وسرعة الرياح 0 : انظر الشكل TT)‏ . الوضع هنا نيه بالقارب 
الذي يعار النهر الذي نافشناه سابقا. 





)۳٣-۲( شكل‎ 


يدون الرياح» تطير الطائرة من 7 إلى في دقيقة واحدة. بدون سرعة هوائية » يتحرك 
البالون في نفس الوقت مع الرياح من 7 إلى © . وكا رأينا سابقاً محصلة إزاحتين آنيتين هي 
نفس المحصلة لوكانت الازناحات متتالية. وهكذاء يصبح المسار الفعل للطائرة هو ۴۳ ؛ 
وسرعتها الأرضية 2 هي محصلة سرعتها المهوائية 7 وسرعة الرياح ت . كما نتوقع » عندما لا 
يكون هناك رياح (أي 20 صفر وتنطبق 1 و00 ) فإن السرعة الأرضية الفعلية ۶1 
والسرعة الحوائية 2707 للطائرة تصبحان متساويتين . 


إذن لكي نحدد السرعة الهوائية لطائرة يكفي تحديد سرعتها الأرضية القصوى في يوم 
خال من الرياح . المشكلة أن الأيام الخالية من الرياح نادرة. صانعو الطائرات يريدون أن 
يربحوا ولذا لا يستطيعون أن ينتظروا لمدة ستة أشهر حتى يأتى يوم بدون رياح في منطقة 
شاسعة لكى يجربوا طائراتهم . قد تتساءل «لاذا الانتظار؟» إذا أمكن قياس نص بدقة وكذلك 
فإنه يمكن الحصول على 2 عن طريق قاعدة متوازي أضلاع السرعات . الصعوبة هنا 
هي قياس زص بدقة. المشكلة العملية هنا هي تحديد السرعة الأرضية القصوى للطائرة في يوم 
خال من الرياح من السرعة الأرضية للطائرة في رياح سرعتها ثا وغير معلومة . إنها مشكلة 
كبيرة. لقد حل فون ميسس هذه المعضلة قبل حوالي خمسين سنة. إنني أذكر هذا الحل لأنني 


ت ملك ندا : 


1 الطرق الرياضية في العلوم 


الآن نشرح طريقته. تطير الطائرة بسرعتها القصوى من 4 وتتبع مسارا على شكل 
المثلث 486 . مثلث الطيران (انظر الشكل (۳۷-۲))» حيث رؤ وسه أماكن معلومة وتبعد 
عن بعضها بضعة مئات من الأميال. من أطوال الأضلاع 48 , 8€ و04 المعلومة» وبعد 
تعيين الوقت اللازم لقطع كل منها نستطيع حساب السرعة الأرضية لكل منها. ولكننا نعرف 
وبها أن الطائرة طارت بسرعتها القصوى فإن سرعتها الهوائية © تمثل سرعتها اهوائية القصوى . 
كيف نحسب 4 من هله المعلومات؟ . 


يجب ملاحظة أن أضلاع مثلث الطيران تمثل اتجاهات السرعات ولكنها (أضلاع المثلث) 
لا تحدد قيم السرعات إلا إذا لم يكن هناك أي رياح . سوف نستعمل أسههما| ثقيلة في الشكل 
(۷) لكى تمل اتجاء وقيمة السرعة الارضية. تقرغ أن الطائرة مفلا كانت تواجه ريا حا 
معاكسة أثناء الطيران على الضلع الأكبر 80 . إذن السرعة الأرضية للطائرة على الضلع 
©8 ستكون أقل منها على أي من الضلعين الآخرين بافتراض أن اتجاه وسرعة الرياح تبقى 
ثابتة . ولكن إذا كان طول الضلع الأكبر يمثل أقل سرعة أرضية فإن السرعات الأرضية الأكبر 
تحتاج إلى أضلاع أطول من الضلع الأكبر لتمثيلها . 





شكل (۲۔-۳۷) شكل (۲۔۳۸) 
لكي نوضح المعطيات أكثر من ذلك . نرسم من نقطة مثل ۶ › PE‏ چ PM‏ 
۷ لتمثل UD)‏ 3 1 عن على الا تيك المتجهات الشلاث بي الشكل (۳۸-۲) تطابق 


الأسهم الثلاثة في الشكل (۳۷-۲) في القيمة والاتجاه. بمعنى أدق #48الآط. 514//86. 
PNIICA‏ . 


كيف نستعمل هذه المتجهات لكي نحسب السرعة الهوائية القصوى » للطائرة؟ هل 
يمكن الحصول على متجه يمثل 2؟ مع الأسف. هذا غير نمكن . الطائرة تطير بسرعتها 
القصوى حول مثلث الطيران وهذا يعني أن سرعتها اهوائية © أي القيمة العددية للمتجه © 
اة هذا لا يعنى أن اتجاه © ثابت. علينا أن نعيد التفكير . 


هل من الممكن تمثيل الرياح بمتجه مثل ت ؟ ألا يبدو أن هذا الاقتراح مفيد؟ تذكر أننا 
افترضنا أن سرعة واتجاه الرياح يبقيان ثابتين أثناء الطيران» ولذا فإن قطعة مستقيمة موجهة 
من 2 تمثل مركبة السرعة الأرضية في اتجاه كل من أضلاع مثلث الطيران الثلاثة . كا في 
الشكل (5-7”). نجعل 0 القطعة الموجهة التى تمثل ت . ولكن انتظر؛ المتجه تن ثابت 
ولكنه مجهول . فكر قليلا . هل نحجم عن التعامل مع المجهول ×في الجبر حتى نعرف قيمته؟ 
لاء طبعاً. على العكس نضع المجهول ×في المعادلة لكي نحسب قيمته . إذن نفعل الشيء 
نفسه بالمتجه تت . انظر الشكل (۳۹-۲) . الشكل (5-7") يوحي بإكمال متوازي الأضلاع في 
الشكل (۳۹-۲) حيث 750 ضلع و78 قطر. لکن في الشكل (77-7). .01 يوازي ويساوي 
0٠‏ وهذا يعني إمكانية قثيل 2 بالمستقيم .01 وبهذه الطريقة نستغني عن متوازي أضلاع 
المتجهات بمثلث المتجهات .205 . إذن في الشكل (۳۹-۲). 01 متجه سرعة هوائية 
مجموعها مع :يعطي المحصلة ,5 . وماذا عن المثلثات 20714 و2017 ؟ لقد ذكرنا أن ۶0 
يمثل مركبة السرعة الأرضية في اتجاه أي ضلع من مثلث الطيران . انظر الشكل (؟7-٠5).‏ 


لاحظ كيف تشتبك مثلثات المتجهات الثلاثة مع 70 . ليس فقط ,ت هي محصلة 00 
وسرعة هوائية :01 . ولكن أيضا رة هي محصلة © وسرعة هوائية 034 وكذلك و محصلة 
#وسرغةة غرائية 637 ولك الطائزة طارت سول متلق الظيرانَ بمرعتها القضوق. إذن 
قيمة سرعتها الحوائية © كانت ثابتة لجميع الأضلاع . إذن المتجهات ,01. 014 و١0‏ لها جميعا 
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شكل (۲۔-۳۹) شكل )٤۰-۲(‏ 


نفس القيمة (وليس نفس الانجاه) . إذن 0 لها نفس البعد عن ا » ۷1ول ؛ إذن هى مركز 
الدائرة المارة برؤ وس المثلث ×1 . إنشاء النقطة 0 دد © وت . 


هذا هوحل فون ميسيس الأنيق والبارع . 


لانن تہ 


من تار يسخ الديناميعا 


الاسحاتيكنا كا نعلم جزء من علم المكاتيكا مبتم بتوازن الأجسام. بين) تهتم الديناميكا 
بالحركة. الأول» كا لاحظنا يعود إلى اليونانيين: إلى اكتشاف أرخيدس لقانون الروافع 


وتطبيقه على حساب التكامل . الأخير جديد إلى حد ماء حيث إنه بدأ بجاليليو. 


اء الأول: جاليليو 


جاليليو Galilei)‏ م21:16 2)) يعرف باسمه الأول. اسم عائلته جالیلی . فلك ق 1555 
وتوفي في 151417 . تاريخ وفاته مهم بالنسبة للذين يؤمنون بتقمص الأرواح. لم يتوف في نفس 
السنة التى ولد فيها نيوتن فحسب. بل توفي قبل أن يولد نيوتن بفترة قصيرة . التاريخ المهم هو 
4 وهي السنة التي أتم فيها كتابه الشهير : 

‘The Dialogue Concerning Two New Sciences” 

لقد سبقه الكثير من العباقرة أمثال أرسطو وليوناردو دافنشي وكانوا ھا مهتمين بدراسة 
حركة الأجسام الساقطة ولكن جاليلي و كان أعظمهم في مجال الديناميكا. لقد ورث تعالي) لا 
تستند إلى حقائق وأنتج علما حقيقيا . 


يوجد قيره في مدينة فلورنسا في كنيسة سانتا كروس مع الفنانين ليوناردو وميخائيلنجلو 


والشاعردانتي والسياسي مكيافيلل . أدواته موحوده في فلورنسا في متحف تاريخ العلوم , سس 


٩ د‎ 


۹٦‏ الطرق الرياضية في العلوم 


بينها التلسكوبات الت صنعها واستعملها بل واخترعها وأيضا أدواته لدراسة الديناميكا. 


لقد أراد والده له أن يدرس الطب ولكنه سرعان ما مل هذه الدراسة . في تلك الأيام . 
الدراسة الجامعية كانت تنحصر في هضم كتب جالينوس (66167) ومن ثم استرجاع هذه 
المعلومات لاجتياز الامتحان. لقد عاش جالينوس في الفترة 7٠٠١-1١78‏ ميلادى . وعبر أربعة 
عشر قرنا من الزمان» نجمعت في هذه الكتب الكثير من الخرافات والمعلومات التى لا تستند 
إلى دليل. في الطب يكفي الاستشهاد بجالينوس كا يكفي الاستشهاد بأرسطوني كل شىء 
اخر تقريبا. بالنسبة لجاليليو الاستشهاد باراء الآخرين لا يكفي» ولذا فقد حول إلى 
راتات 


(١-١٠ -۳(‏ الأجسام الثقيلة تسقط أسرع؟ 

لقد ركز أرسطوعلى أهمية الملاحظة ولكنه لم يلاحظ جيدا في الميكانيكا. من المعروف 
بالنسبة للذين يتسلقون الجبال وغيرهم أن الأجسام الحرة تسقط إلى الأرض . وحسب 
ملاحظة أرسطو العابرة. الأجسام الثقيلة تسقط أسرع من الأجسام الخفيفة» ولكن جاليليو 
حاول أن يرهن العكس . 


لنفرض جسمين ”77 و1 يسقطان من السكون ويكتسبان السرعتين ۷ ونا على الترتيب 
بعد وحدة الزمن . حسب أرسطوء إذا كان ۷ أكبر من ٠‏ فإن ۷ ستكون أكبر منلا. ويتساءل 
جاليليو «ماذا يحدث إذا اتحد الجسمان؟» لتكن ا سرعة الجسم الموحد « +۷ بعد وحدة 
الزمن. با أن “ا يسقط بسرعة أقل من # . فإن الجزء « من س +۷ لا بد أن يو خر الجزء/18. 
أي أن نآ أقل من ۷. لكن ۷ +۷ أكبر من ۷ وحسب فرضية أرسطو فإن لا أكر من ۷. إذن ل 


أصغر وأكير من ۷ » أي أن ٠١‏ +۷ يسقط بسرعة أقل وأكبر من ۷. هذا غير معقول. 


من تاريخ الديناميكا ۹۷ 
ماذا فعل جاليليو؟ لقد قال ما معناه إن لدينا هنا قانوناً مكنا تسنده ملاحظة ضعيفة . هل 


كانت حجة جالبلومهمة يث إا جعلت الكقير من معاضريه قلقين. لقد نكا 
وكتب بفعالية اللسان والقلم . مثل والده» كان جاليليومشاكساً مولعا بالجدل» سريع الخاطر 
ومنطقي التفكير ‏ كل هذا جعل خخصومه يظهرون سذجا بحججهم الباطلة . جاليليو م يحبب 





)5-1١-‏ ليس «لاذا؟» ولكن «كيف؟) 

لماذا؟ لماذا هذا؟ لماذا ذاك؟ تلك هي الأسئلة التى سأها الراعي الطيب أرسطووثغت بها 
أغنامه عبر القرون. لماذا تسقط الأجسام الثقيلة؟ ويجيب أرسطو«لآن كل جسم يبحث عن 
مكانه الطبيعي». إنه يناقش كا لوكان الجسم غير الحي حيوانا يبحث عن مثيله . هل تنيرك 
شرا هذه الحجة؟ طبعا لاء لآنك ولدت في العصر الحديث؛ جاليليو لم يولد في هذا العصر. 
كان عليه أن يناقش الموضوع . جاليليوكان حديثاً في تفكيره بشكل مرعب وتساءل : 
ليس «لاذا؟» لگن وكيف#» . بو اله هتا كان يطلب ومنقاً دقيقاً للظاهرة ولس تشبيها 
تأمليا. سو اله كان «كيف تسقط الأجسام الحرة؟» وراء سؤ اله هذاء كان معتقده الأساسي 
وهوأن كتاب الطبيعة العظيم مكتوب بلغة الرياضيات (انظر الشعارعلى الغلاف 
ا خارجي). هدفه كان قانوناً رياضياً دقيقاً ولا أقل من ذلك . 


1١-9‏ ") كيف تسقط الأجسام الثقيلة؟ 


جاليليو سأل السو ال من النوعية المناسبة. أخيرا سأل السؤ ال الصحيح من النوعية 
المناسبة وأعطى الإجابة الصحيحة . وهكذا وضع الأساس لعلم جديد. 


۹۸ الطرق الرياضية في العلوم 

كيف تسقط الأجسام الثقيلة ؟ كلما زادت المسافة زادت البنيوعة: حصي 06 الناس 
يلاحظ أن السرعة تزداد مع المسافة التي يسقطها الجسم . نحن نعلم جميعاً أن المطرقة تسقط 
بقوة إذا سقطت من مسافة عالية . واضح أن حركة السقوط الحر تتسارع . إذن ما هو القانون 
طردياً مع المسافة التي سقطها الجسم؟ هذا هوسؤال جاليليو الأول. إنه سؤال من النوعية 
المناسية. 


من المحتمل أن ليوناردو واخرين قبل جاليليو أثاروا أسئلة مشابهة. الفرق هو أن جاليليو 
أخذ الموضوع بجدية. بعد سنوات من التأمل توصل إلى أن هذا التخمين غير ممكن ؛ إنه 
يؤدي إلى تناقض وهوأن السقوط الحرلا يمكن أن يبدأ . لقد توصل إلى هذه النتيجة عن 
طريق مناقشة دقيقة وبارعة تستحق الإعجاب ولكننا لن نناقشها هنا . بالأساليب الرياضية 
الحديشة نستطيع أن نعطي برهاناً بسيطاً يعتمد على المعادلات التفاضلية كما سنرى في البند 
)۲-١-٠(‏ . إذن محمين جاليليو المبني على أن السرعة تزداد مع المسافة غير ممكن. السقوط لا 
يمكن أن يبدأ . كان على جاليليو أن يفكر مرة أخرى . ولكن لا يمكن إغفال حقيقة أن سرعة 
السقوط تتزايد مع الوقت. السقوط الحريتسارع مع الوقت وكذلك مع المسافة . إذن ما هو 
القانرن الرياضي الذي يربط السرعة بالوقت؟ ما هوأبسط تخمين؟ هل هوأن السرعة تتناسب 
طرديا مع الوقت؟ هذا هوسؤ ال جاليليو الثاني . لقد تبين أنه السؤال الصحيح من النوعية 
الملناسبة. كيف تحقق جاليليومن تخمينه هذا عمليا؟ تذكر أن جاليليولم يكن لديه أدوات 
كهربائية ضوئية تمكنه من التعامل مع الحركة في جزء من الثانية . إذا أوقفنا جسماً يتحرك لنأخذ 
نظرة فاحصة فإننا ندمر السرعة التي أردنا ملاحظتها. ولكن لا داعي للحرص على قياس 
المسافة. يمكن عمل هذا فيما بعد وبدقة. كان على جاليليوأن يستخلص قانون المسافة 
والزمن الذي يتضمن أن السرعة تتناسب طرديا مع الزمن ومن ثم يبرهن العلاقة الأخيرة 
مباشرة من الأولى . 


من تان انپ ۹۹ 

لكي نفهم كيف تحقق جاليليوعمليا من تخمينه» علينا أن نسأل كيف استنتج العلاقة 
بين المسافة والزمن والتى يتضمهها تخمينه . لتبسيط العملية سنعمل مثل جاليليووليس أرسطو. 
سنستخدم أشكالا بمحاور إحدائية أوالرموز الرئيسية للغة الرياضيات كما يسميها جاليليو 
بحث جاليليوني الديناميكا كان ماديا أما بحث أرسطوفكان ميتافيزيقيا. ولكن على عكس 
جاليليو لدينا الآن الرموز احبر ية المريحة . لو اكتشفت هذه الرموزفي عصرة, لمكنته من التعمق 
أكثر في دراسة الديناميكا . 


لنفرض أن 55 | ثقيلا يكتسب السرعة ۷ بعد سقوطه مدة ۲. حسب فرضية جاليليو نا 


V = 071 f 


القيمة العددية للثابت تعتمد على الوحدات التى نستخدمها للسرعة ۷ والزمن ؛ ونرمز في 
وقتنا الحاضر للثابت بالرمز ي#. وهذا الرهو يأتى من كلمة جاذبية (#7410). ويصبح من 
جاليليو 


.£= م )1( 


لكن المسافة ؟ التى يسقطها الجسم من السكون في الزمن ۲ تعتمد على ؛ » 5 تعتمد على / 


9 حو‎ f(9 


كان على جاليليوأن يحدد (۲) من .)١(‏ 


كيف حل المشكلة؟ ببراعة فائقة حيث اعتبر الحركة التسارعية غير المنتظمة حالة خبائية 


فش الطرق الرياضية في العلوم 


عق اللمركة المغظمة . ]13 قدت السيارة اة ساعديق بسرعة كابنة 40 ميل ا ساعة فاك 


80 = 40x 2 


بصورة عامة 
المسافة = السرعة المنتظمة × الزمن 
وجبريا 


(۳( و‎ - yx 1 


حيث « ثابتة . انظر الشكل )١1-“(‏ للتمثيل البياني . الاحداثي الصادي « ثابت» إذن التمثيل 
البياني للسرعة « خط مستقيم موازي لمحورالزمن . لاحظ أن المساحة الواقعة تحت هذا 
المنحنى » أي مساحة المستطيل المظلل تساوي ۲×«.إذن من (۴) المسافة المقطوعة تمثل 
با مساحة التي تحت المنحنى حينا تكون السرعة منتظمة . نعم » إنها ملاحظة واضحة ولكنها في 
نفس الوقت هامة . 





شكل (”-1) 


الآن تأخذ الحركة غير المنتظمة . ما هوالرسم البياني ل (١)؟‏ هذه المعادلة من الصورة 





شكل (۲-۳) 
اذا سرعة الجسم الساقط الح ر ليست منتظمة؟ لأن سرعته تتزايد باستمرار. السيارة 
لمتسارعة» على سبيل المغنال» لا تسير بسرعة صفر قدم /ثا في الثانية الأولى وه قدم / ثا في 
الغانية الثانية و١٠‏ قدم/ثافي الثانية الثالثة وه١‏ قدم / ثا في الثانية الرابعة وهلم جرا. على 
العكس» دعونا مؤقتا أن نفترض سرعة تزداد بمعدل ثابت وتتميز بهذه التقطعات من الحركة 
المتتظمة . هذا التشويه الغريب للحقيقة موضح في الشكل (۴-۳). 





شكل (۳-۳) 


في الثانية الأولى تقطع السيارة مسافة صفر من الأقدام » بعد ذلك بقفزة مفاجئة تتسارع 


إلى ه قدم /ثا. بعد ثانية من القيادة الهادئة مبذه السرعة الثابتة نقفز فجأة إلى السرعة ٠١‏ 
قدم / ثا. يتبع هذا قيادة ولمدة ثانية بسرعة ٠١‏ قدم/ثاء قفزة إلى ٠١‏ قدم/ ثا وبعد ثانية قفزة 
أخرى إلى ٠١‏ قدم/ ثا وهكذا. المسافات المقطوعة في الفترات المتتالية مثلة بمساحات 
المستطيلات المتتالية . (المستطيل الأول ارتفاعه صض . المسافة الكلية تساوي المساحة الكلية 
للمستطيلات المظللة . 
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لنفرض أننا نصفنا التسارعات والفترات الزمنية . في الخمس ثواني الأولى تكتسب 
السيارة بعد كل نصف ثائية السرعات صفر ؟/ا". هع /الاء ١۱ں‏ .الى ۲٣/۲٢۲۰‏ 
قدم / ثا على التوالي . ارسم هذا لنفسك برسم مثل الشكل (۴-۳) . القفزات وإن تضاعفت 
إلا أنها أقل عنفاً بمقدار النصف حيث إن الزيادات المفاجئة في السرعة أصبحت ؟!/* قدم /ثا 
فقط بدلا من ه قدم/ ثا. 


لنفرض الآن أن هذه التسارعات والفترات الزمنية نصفت مرة أخر ى. مع أن القفزات 
تتكرر بسرعة أكبر من السرعة الأصلية بأربع مرات» إلا أنها أقل عنفا بمقدار الربع حيث إن 
الزيادات المفاجئة في السرعة أصبحت الآن ؛/* قدم /ثا بدلا من ه قدم/ ثا. إذا ازدادت 
القفزات ثان مرات. أصبحت أقل عنفا قدا ال الزيادات المفاجئة في السرعة تصبح 
«/"قدم / ٹا بدلا من ه قدم/ثا. عندما تكون الفترات 2 من الثانية حيف #8 كيرة فإ 
القفزات تصبح خفيفة حيث إن قفزات السرعة أصبحت ج قدم / ثا فقط . كلها زادت ۸ . 
كلما مهدنارحلتنا. إذا جعلنا ۸ كبيرة بصورة كافية فإن هدوء رحلتنا سيختلف بصورة غير 
محسوسة عن انزلاق السيارة التى تتزايد سرعتها بصورة متصلة وبمعدل ثابت. إذا أصبحت ۸ 


كبيرة جداء فإن تشويهنا الغريب للسرعة المتصلة المتزايدة يقئرب من الحقيقة بقدر ما نريد . 


طبعا هذه الملاحظة تنطبق على الأجسام الساقطة الحرة. ماذا يحدث للشكل (۳-۳) 
والشكل الذي رسمته لنفسك عندما تكبر ؟ عندما تتزايد المستطيلات تصبح نحيلة وتلا 
بصورة أفضل المساحة التى تحت المنحنى 8.4 = ۷. بجعل ” كبيرة بشكل كاف نقترب من ملء 
المساحة كلها. انظر الشكل (5-7) . لماذا تمثل المساحة التي نحت المنحنى في الشكل (TT)‏ 
[أي المساحة المظللة في الشكل (4-7 )«ب»] المسافة الكلية المقطوعة في الزمن ؛ بواسطة جسم 
ثقيل يسقط من السكون؟ بالرغم من أن الحركة غير منتظمة إلا أن المسافة المقطوعة تمثل 


من تاريخ الديناميكا فييك 


مثلثية قاعدتها ؛ وارتفاعها /8. إذن 


XxX gt‏ ع و 


ع ع عو 05( 





شكل 4-7 (rin‏ شكل (”7-؛ اب )) 


هذه هى الطريقة الق امتح ہا جاليليو (1)/ثي المعادلة (۲) . هذا هوالقانون الذي 
يريط المسافة بالزمن والذي يتنج من ملاحظة أن السرعة تتناسب طردياً مع الزمن. اليس جليا 
أنه إذا كانت المساحة التى تحت المنحنى بع لكل قيم۲» فإن معادلة المنحنى 
تكون/ه = ١‏ ؟ المسافة المقطوعة تتناسب مع مربع الزمن وليس مع الزمن كما خن جاليليولي 
البداية. بإثياته للأول ونفيه للأخير. يكون جاليليوقد بحث في جانبين مهمين من حساب 


التفاضل والتكامل . 


ليتفحص سرعته الآنية وكان اعتقاده أن قياس المسافات أسهل من قياس السرعات . مشكلته 
الأخيرة هى التحقق من (4) عمليا ومنه يكون قد أثبت )١(‏ بصورة غير مباشرة . كيف أنجز 


هذا؟ 
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جم 






سإ سإ س 
حم تيا ي 1- تن 


0 کو سک 





نسسة المسافات المقطوعة 2 الفتر ات الزمنية المتساوية المتتالية هي ٠‏ 1:35:79 الخ . 


إذن إذا سقط جسم ثقيل من أعلى جدار ومر من علامة تمثل وحدة المسافة بعد ثانية 
واحدة فإنه يصل علامة الثلاث وحدات إل أسفل في نهاية الثانية الثانية ويصل إلى علامة 
الخمس وحدات بعد ثلاث ثوان وهكذا. ولكن الأجسام تسقط بسرعة وحتى هذه الملاحظات 
يصعب التأكد منباء وعلى الرغم من الأسطورة المعروفة فإن جاليايو م يسقط قذائف من برج 
بيزا المائل. أليس في الإمكان إبطاء الحركة لتسهل الملاحظة؟ أي تخفيض في قيمة م لن 
يغير النسب. الحائط الرأسي حالة نهائية للمستوى المائل » أليس من المتوقع أن تصح النسب 
في حالة الحركة على سطح مائل؟ على العكس من السطح الرأسي ء المائل يأخذ جزءاً من 
وزن الجسم المنزلق على سطحه ولذا يقلل من تسارع الجسم . كلما صغرت زاوية الميل » كلما 
قلت الحركة . 


لقد جرب جاليليو. انظر الشكل (-0) . فوجد أن الكرة المتدحرجة من © والتي تقطع 
المسافة بين 0 و4 في وحدة الزمن. سوف تقطع كلا من المسافات ۸8 . 8€ . (1) في وحدة 
الزمن أيضا. لقد وجد أن هذه الظاهرة لا تتأثر بزاوية الميل. وهكذا دلل على جوابه الصحيح 
لسؤاله الصحيح (انظر الفقرة الآخيرة من البند )/-١-#‏ . 
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مغل كدة) 


)٤ - ١-6‏ ديناميكا السطح المائل 

عندما تصبح زاوية اميل » صفراً فإن السطح يصير أفقيا والجسم الذي فوقه لا يتحرك» 
السطح يحمل كل الوزن . كلما زادت الزاوية » » زادت سرعة السقوط وصغر حجم الوزن 
المحمول من قبل السطح . أخيراً. عندما تصير *90 - » فإن السطح لا يحمل أي وزن ويحدث 
السقوط الحر. واضح أن الوزن الذي يتحمله السطح يعتمد على الزاوية » مثله مثل شرط 
اتزان جسم على السطح . شرط الاتزان معروف لدی جاليليوإما عن طريق ستيفينوس أو أنه 
اكتشفه بنفسه وهذا ساعده في استنتاج علاقة الوزن الذي يتحمله السطح بزاوية الميل. 


طريقته تعتمد على استخدام ضمنىي لقانون متوازي أضلاع القوى . 


في البداية, ما الذي يجعل الجسم يتسارع؟ نعم. القوى المؤ ثرة عليه. كلنا نعلم أنه من 
أجل زا سرعة السيازةء لحارم عليدا أن وتضغط على البنزين» كا نقول . الماكيئة 
تعطى قوة أكبر. ما هي القوة التى تجعل الجسم الساقط الحر يزيد من سرعته باستمرار؟ نعم . 
إنها جاذبية الأرض. أي وزنه. إننا نعرف الآن مالا يعرفه جاليليو وهو أن تسارع الجسم 
الساقط على سطح القمر يساوي سدس التسارع على الأرض . مع أن مادة الجسم لا تتغير 
بنقله من القمر إلى الأرض إلا أن وزنه يزيد ستة أضعاف . وزنه على القمر أقل لأنه في مجال 
جاذبية أضعف . هناك. بسدس الجهد فقط تستطيع تسلق الصخور. وعندما نسقط فذلك 
بسدس التسارع الأرضي . السقوط الحر- تسارعه ‏ يتناسب مع القوة المؤثرة - وزنه . 


ما هى في المعادلة (١)؟‏ خذ الشكل (۲-۴). الرسم البياني هذه المعادلة . مأ هي :”7 في 


حك الطرق الرياضية في العلوم 


التغير في الإزاحة الأفقية . إذن ع نسبة الزيادة في السرعة إلى الزيادة في الزمن . لكن المنحنى 
خط مستقيم » منحنى بميل ثابت. إذن النسبة 8 ثابتة بغض النظر عن التغير في الزمن. 


نلخص ما سبق ونقول إن في المعادلة )١(‏ هي ثابت الجاذبية وقياس مجال الجاذبية 
الأرضي . القوة المؤثرة على جسم ما بواسطة الأرض» القمر أو أي مجال جاذبية اخر يتناسب 


على هذا الأساس» دعونا نأخذ م كمقياس للقوة المؤثرة رأسيا إلى أسفل على جسم 
على سطح مائل . انظر الشكل (#-5) . حيث إننا نفترض أن السطح المائل أملس فإن التأثير 
الوحيد لرد فعل السطح ۸ يكون عموديا على سطحه . ولكن إذا تذكرنا البند )١-۲-۲(‏ فإنه 
بالإمكان تحليل المتجه ع إلى القوة » 05© ع العمودية على السطح (ولذا فهي مساوية 
ومعاكسة للقوة ۸ حيث إنه لا يوجد حركة عمودية على السطح) والقوة » هذه م إلى أسفل 
المستوي المائل . ولذا تصبح الحركة الحرة إلى أسفل مائل أملس مجرد حركة جسم «يسقط» في 
مجال جاذبية » هذه ع (بدلا من 8 ) والتي تعمل في اتجاه 0 (بدلا من الاتجاه الرأسي إلى 
أسفل) . 





شكل (5-7) 


حيث إن مجال الجاذبية » هن ع بدلا من ۾ فإننا نستبدل 


1 pw #-م‎ 
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بالمعادلة 
gsin 9 ٠ 5,‏ = ن E‏ 
ولكن 
02م > و ع 
gsina'ğj#‏ = و ٤(‏ ( 


ةل 13 . إذا اخذتا .ل : فإن الازاحات إلى أسفل المستون الائل فى 


فترات الوحدة الزمنية المتتالية تتناسب مع ...:1:3:5:7 كما نتوقع . 


هذا يكمل شرحنا لاستنتاج جاليليو للمعادلة (54“). لقد كانت معالحته الأصلية أقل 


وصوحا . 


من العلاقة )١(‏ بين و4 للسقوط الحرء توصل جاليليو كا رأيناء إلى العلاقة )٤(‏ بين ك 
و٤‏ . وتساءل أيضا عن العلاقة بين « ود. الجواب على هذا السؤال يكمن فى حذف :من )١(‏ 
و(٤).‏ بقسمة )١(‏ على 8 وبالتر بيع نصل إلى 


2 


| 


بالتعويض عن هم في )٤(‏ نجد 


سا| وم 
0 

e | 

وخ 

05 
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١ دن‎ = 228. 


بعد قلاق سال لقي السؤال للحركة الق إلى أسفل ستو مائل زارية هد |3 
لكين 0 13) e a‏ الزوج الأخير هونفس الزوج الأول 
لولا العامل » هفو » ماذا تتوقع للحركة إلى أسفل المستوى المائل؟ ألا تتوقع أن تكون معادلة 
(*) شبيهة ب )٥(‏ مثل شبه (1) ب )١(‏ و(5١)‏ ب (4)؟ نعم» ونخمن أيضاً أن 


2g sin a's.‏ ع أن 


08 
علينا أن نختير هذا التخمين. 


0 
ر 


بير 1 


| 
١ 
1 
| 
١ 
١ 
ظ‎ 
ليحت لقم‎ 


4 
شكل (۷-۳) 
اتا وال ا ول قيقن ا چ سد من السكون عند 0 . أي أن 


سرعته 0= ۷ء 0= 5 و 0= :ويصل إلى 4 في أسفل سفل المستوى المائل بسرعة /آ بعل ل 
قطع المسافة ك من © إلى 4 في الزمن 7. بالمعادلة ر١‏ ) 


V = gsin a'T, 


فن (5 ) 015 مزه ع 2 = 5 


بقسمةه الأولى على g sin a‏ وبالتر بيع نحصل على 


V2 


> T2 
2 سے‎ 1 
“ع8‎ sin” a 


بالتعريض عن 72 في العلاقة السابقة نجد أن 





5 = 2 5111 0 * ا‎ = ٣ 
2 5 2 Si 0 22 5111 0: . 
ادن‎ 
/ V* = 25 sin 5 


أجل 


هذه هى (5” ؟) بعد التغيير المناسب في الرموز. لقد نحقق تخميننا. المعادلة (ه )١‏ ها 
نتيجة هامة وحيوية في محال الديناميكا. في الشكل (۷-۳). لیکن 08 = 7 , الطبوط الرأسي 
الكلى أثناء الانزلاق على 04 . با أن 5 = 0۸ فإننا نحصل على 


Sin a = H 
5 


H 


ف يوت اسن 
V* = 8 ¢ 9‏ 


(1) V* = 7 


السك الاجابة على سؤال جاليليومدهشة حقا؟ المعادلة )١(‏ لا تشير أبدا إلى طول 


الست الما ولا إل زاوبة ميله . مر بع السرعة رة السرعة تسا قل عر هده 


3 الطرق الرياضية في العلوم 

الأشياء. السرعة المكتسبة تعتمد فقط على الارتفاع الذي يسقط منه الجسم . وحيث إن 
السرعة المكتسبة مستقلة عن » » فإننا نتوقع أن ينطبق القانون حتى عندما تكون90° > ». 
أي في حالة السقوط الحر. وهذا يحدث فعلا. أليست (5) هى نفسها (ه) لولا الاختلاف في 
الرموز؟ الآن نرى أن (5) وليست (0*) هي النظير الحقيقي للمعادلة )٠(‏ . إن أسئلة الرجال 
الرائعين يكون ها إجابات رائعة. حتى جاليليو كان مندهشا . 


)6-1١‏ حفظ الطاقة 
من (1) نجد أن 
ولع > و 


وإذا أدخلنا الكتلة ” والتى جذب الأرض ها يساوى 726 » فإننا نجد أن 


(¥) gmV® = mg. H. 


ولكن ما هي ۷2۾ ! ؟ إخا الطاقة الشركية. وما ھی 8.۸1 ؟ 1# هي قوة الحاذبية 
على الجسم 77 . ومنه فإن 718.77 يمثل الشغل ضد الحاذبية عندما نرفع الكتلة إلى ارتفاع 
#7. عندما ترفع إلى هذا المكان وإن كانت ساكنة إلا أن لما القدرة على الحركة . إن لما طاقة 
كامنة . عندما تُثْرّكَ ”لتسقط. فإن طاقتها المخزونة تستخدم لتعطى الحركة وما كان كامناً 
خا خسارة الأول هي ربح الأخير . لا يوحد خسارة إحمالية. مجموع الطاده 
المستعملة والحاهزة للاستعمال يبقى ثابتا؛ الطاقة محفوظة . 


مع أن جاليليو أوشك على صبياغة هلا المفهوم . إلا أنه فاته وكذلك فات من جاء بعدة 
لدة قرنين. لقد قدّرجاليليونتائج (5) ولم يقدرنتائج (۷) . كان يعلم أن حركة (5) قابلة 
للعكس» بمعنى أنه إذا انزلق جسم على مستوى أملس من حالة السكون فإنه يفقد ارتفاع 


اوسا سمدم ال القاع بسرعة 7 . وإذا قذف الجسم من القاع بسرعة ۷ فإنه يصل إلى 
أعلى السطح الذي ارتفاعه 7# . لقد تحقق من هذا بجعل جسم ينزلق على مستوى مائل ومن 
ثم يصعد على مستوى اخر له نفس الارتفاع . انظر الشكل (۸-۳). 





شكل (8-7) 


لكى يمنع الجسم المنزلق على المستوى المائل من أن يضغط على حرف اللوح الثاني عند 
4 كان من الضروري أن يدور الركن عند 4. وبما أن الظروف الحقيقية أقل من الوضع 
المثالى فإنه يبقى بعض الاحتكاك على الرغم من استخدام السطوح المصقولة الملساء. الجسم 
مد قيضل اما القن لوامكن هذالعاد الحسم إلى 0ات إلى ان وعكنذا. الحركة 


تسار 


شكل (۹-۳) 


11 الطرق الرياضية في العلوم 
الأبدية شىء مثالي لا حقيقة له . هذه الحقيقة تذكرنا بأن غياب الاحتكاك شرط ضروري 
لحفظ الطاقة. الاحتكاك يجعل بعض الطاقة الكامنة تتحول إلى حرارة وليس طاقة حركية . 


لكي يتخلص من الاحتكاك قام جاليليو بتجربة تعتير بحق تجربة كلاسيكية . ماذا 
نحتاج عدا العبقرية اللازمة للتفكير فيها؟ نحتاج إلى مسمارين وخيط وكرة ثقيلة وشمعة 
مشتعلة . انظر الشكل (9-7) . لاذا الشمعة؟ لكي تحرق الخيط ولذا ينطلق البندول من 
السكون. مع أنه يمكن إطلاق البندول باليد وبدقة» إلا أنه ممكن جدا أن يسحب المرء 
البندول أويرفعه بدون قصد: ال هدف هو أن نجعل البندول يبدأ الحركة بنفسه . ماذا يحدث؟ 
تتحرك الكرة من © إلى .1 ثم إلى أعلى وتقترب من نفس المستوى عند'0. إنها تقترب من 
قسن ارق لا تا ها لانت روس ا وى الاك بن اي غير الزن قاماً واللسياز 
وكذلك احتكاك الهواء مع الكرة والخيط . بتفادي المستويات المائلة حيث الاحتكاك كبير 


نسبياء استطاع جاليليو بهذه التجربة الاقتراب من الظروف الثالية . 


هل توقعت هذه النتيجة؟ جوابك الإايجابى سببه أنك معتاد على حركة البندول . 


السؤال هو: هل توقعت هذه النتيجة كنتيجة للمستوى المائل الموضح في شكل (8-7)؟ أو 





لمستويات المائلة؟ رو ية الأمور العادية بعين 


فاحصة يحتاج إلى عبقرية . 


ماذا لاحظ جاليليو؟ عند أي نقطة 7 من مسارها تتحرك الكرة انيا باتجاه ماس للدائرة 
عند 8 . إنها تتحرك وللحظة فقط على قطعة صغيرة جدا من مستومائل ميله يساوي ميل 
المماس عند ۶. في اللحظات الأخرىء تتحرك الكرة على مستويات مائلة أخرى بزوايا 
أغرى. وحيت إن الحركة مستقلة عن زاوية اميل فإنه ليس مهيا إذا اجعازت الكزة مستويين أو 
مائتي مستو. أليس المسار الدائري حالة نهائية حيث الحركة تحدث على عدد لا نهائى من 
المستويات؟ تأمل الشكل .)٠١-۳(‏ هل لاحظت من قبل أن حركة البندول هي في الواقع 
حركة على عدد لا نهائي من المستويات المائلة؟ والأهم من ذلك» هل لاحظت نتائج ذلك؟ 
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شكل .)1١-7”(‏ 
عدّل المعطيات مثل جاليليو. لكي نقوم بتجاربه الأخرى نحتاج إلى مسار اخر. انظر 
الشكل .)١١-"(‏ المسمار الإاضافي يثبت نحت المسمار الذي نعلق به الكرة . 


No 





س ا هيد = 
شكل )١١-7(‏ 
ماذا يحدث؟ عندما تصل الكرة أدنى نقطة £ فإن الخيط يرتكز على اساد N,‏ » وتصبح 
الحركة في بعد على دائرة نصف قطرها ,× حول ,۸ بدلا من رہ حول ,3/0 . لکن 


الل كصب کل من الا ون سيت ف فاعسا مقر كا ما ونا فان ا 


١١‏ الطرق الرياضية في العلوم 

تتعطل . هذا يعني أن السرعة لا تتغير» ولذا فإننا نتوقع أن تصعد الكرة إلى مستواها الأصلى 
ايا (تذكر مقاومة اهواء وعدم المرونة الكاملة للخيط) . انا تفعل ذلك حقا وهدا التأكيد 
الاضافي مطمئن . انظر الشكل )١١-۳(‏ . 


اة ی تعاديل المعطيات . غير ارتفاع N,‏ فوف . مادا حدث عندما تصبح ٤ N,‏ 
فاتضيف: السافة بسن و2؟ ف هذه الحالةء تشرا ب الكرة من 7/. إنها تصعد جميع المستونات 
التي تتراوح زواياها من 0 إلى *180. ماذا يحدث إذا كانت ,× أقرب إلى £ منها إلى 77 ؟ 


انظر الشكل (”17-7) . 


القيد على الخيط يمنع الكرة من الصعدد إلى أعلى من النقطة ,4 . حت 

مآلا ع HN,‏ . الكرة تتخطى ,41 دا الخيط ٤‏ اللف حول المسهار N,‏ 3 وهذايدل 

على أن للكرة سرعة متبقية عند ,7 وأنه كان بإمكانها الصعود إلى نقطة أعلى لولا القيد على 
الخيط. 
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0 
| 
22 و 7 
- الاي لنت لشف و ا ١‏ اس E.‏ 
١ 4,‏ 
N‏ 
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شكل (۳۔۱۳) 


هذا إثبات بسيط على أن الجسم الساقط يكتسب سرعة كافية لإعادته إلى الارتفاع 
الذى سقط منه . لا تتردد في عمل هذه التجارب بسبب نقص المسامير . الحهاز بكامله يمكن 
شرا ه بربع دولار أو ما يعادله. ولكن تذكر الرجل الذى جعل هذه اللعة الساذجة إحدى 
أعظم نجارب الفيزياء . 


)5-1١-“(‏ قانون القصور الذاتي 

اذ امك عة إقاقة إلى عا قبل #هدا وهب على ما إذاتظرت إلى هل التعياربي 
بذكاء جاليليو. خذ الوضع الموضح في الشكل (۸-۳) . نحن نعلم أن الجسم المنزلق على 
المستويات المائلة يعود إلى ارتفاعه الأصلي بغض النظر عن ميل المستوى 407 على المستوى 
الأفقى . لنفرض الآن أن '40 أفقي تقريباً. اا غیت عدا اليل سيظ جذا لدی آن 
الجسم يحتاج أن يقطع أميالاً عديدة إلى أعلى المستوى لكي يسترد ارتفاعه . كلا اقترب 
المستوى من المستوى الأفقى » ازدادت المسافة التى يقطعها ليسترد ارتفاعه . عندما يصبح 
لسري أققيا ناما فإ المسم سير على المسترى إلى الآبك؛ 


١ 5‏ الطرق الرياضية في العلوم 


وماذا عن السرعة؟ كلنا نعلم وحتى بدون تجارب أنه كلم) زاد انحدار المستوي المائل ازداد 
انخفاض سرعة الجسم الصاعد عليه وكلم| قل الانحدار قل تناقص سرعة الجسم . إذا مال 
7 قليلا إلى أعلى فإن تناقص السرعة يكون طفيفا للغاية وإذا مال 40٠‏ قليلا إلى أسفل 
فإن السرعة تزداد بصورة طفيفة أيضا. الآن ماذا يحدث لو كان “40 أفقيا تماما؟ السرعة لا 
يمكن أن تزيد أو تنقص . سرعة الجسم تبقى ثابتة . وكم المسافة اللازم قطعها على المستوى 
الأفقي ليعود الجسم إلى الارتفاع © ؟ على الجسم أن يسير إلى الأبد. 


ما دامت نظرية جاليليوتتفق مع تجاربنا اليومية فإننا نتوقع أن : تخلص هذه النتائج من 

معادلاته النظرية بالاضافة إلى تجاربه. من *١(‏ ) في )٤-١-۳(‏ نحصل على المعادلة 
317 
sin a‏ ع 

أي أن -١‏ لجسم بسرعة ۷ عند أسفل المستوي الذي ميله » سيصل إلى أعلى المستوى بعد 
الرس "7 تحت الظروف اخكالية طبعا. نا أن ۾ هنو تؤول إلى الصفر عندما تقترب من 
الصفرفإن 7 تصبح لا نهائية عندما يصير المائل أفقيا. كذلك نتذكر أن الجسم هنا يسقط 
قوط اراق عال جاقبية 0 5111 Fg‏ « أي بتسارع sin a‏ م . إذا كانت 0 = ن 





= 7T, 


. وهذا يعنى أن السرعة ثابتة‎ g sin a = 0 dlê sin a = و0‎ 


ماذا تعني هذه التجارب والبحوث النظرية؟ لقد استنتج منها جاليليو قانون القصور 
الذاتي . الجسم يستمر في حالة السكون أو الحركة المنتظمة في خط مستقيم إلا إذا أثرت عليه 
قوى خارجية (مثل الحاذبية » الاحتكاك) لتغير حالة الحركة. 


القارويه الاش قد بحا فی يق ا اها قاترو الور الاد قا 
لقد كان يؤ سس نظرية . الاستخدام الضمني ما هو إلا خطوة إلى الاستخدام الصريح . 


من تاريخ الديناميكا ۱1۷ 


لكن لماذا وصف هذا القانون بقانون القصور الذاتى؟ الجسم غير الحى على عكس 
الإنسان أو الحيوان لا يعمل شيئاً لكي يتحكم في حركته . كونه يتحرك وكيف يتحرك كل هذا 
يعتمد على القوى الخارجية. إنه قاصر ذاتيًا. كان جاليليوينظر إلى هذا القانون في حيط 
اكتشافه له؛ كان ينظر دائ إلى الحركة المنتظمة على خط مستقيم في مستولا متناه. أفكاره 
كانت أرضية ولم يستطع التخلص منها. كان يعلم أن الأرض كروية ولكنه لم يتأمل النتائج . 
كان يعرف بعض الأشياء القليلة المعروفة عن النجوم في ذلك الوقت. وكان من الأوائل في 
استعمال التلسكوب ولكن ل يخطر على باله تطبيق قانون القصور الذاتي على النجوم . إنها 
فكرة بسيطة ولكنها قفزة عظيمة إلى الأمام . يظهر أن جاليليو أصبح ضحية قانونه وم يستطع 
التخلص من القصور على حيط معين. إن عدم قدرة جاليليو على عمل هذه القفزة شىء 
غريب ولكنه لو استطاع عمل هذا لكان أكثر غرابة . جاليليو كان جاليليو وليس نيوتن . 


)7-١-“(‏ مسار القذيفة 

كان اختراع الأسلحة النارية في وقت جاليليو» وأصبح المدفع الكلمة الأخيرة للملوك . 
مع أن الموضوع خطير» إلا أن فعالية طرق جديدة للقتال من أجل الوطن موضوع مثير . ما هو 
مسار القذيفة؟ هذا سو ال له أهميته العلمية الكبيرة بالإاضافة إلى اتةه الففلية . اعنمك 
جاليليو في هذه المسألة: ومن ثم توصل إلى حلها. وكثمرة لعبقريته» نعرف اليوم الطريقة 
التركيبية. 


لكي نبسط المسألة. نفعل مثل جاليليوونهمل أبعاد القذيفة ونعتيرها نقطة مادية . كذلك 
نهمل الاحتكاك مع العلم أن مقاومة المواء للقذيفة ليست قليلة أبدا . لم يكن لدى جاليليو 
أجهزة لقياسات دقيقة » لكن تذكر أن التقريب الأولي يمثل خطوة إلى تقريب أفضل . على 
عكس جاليليو» نستطيع تسهيل الحل باستخدام بعض الحير ومحاور احداثية متعامدة. إن 
جعل أحد المحاور أفقيا والآخر رأسيا أمر حيوي لحل جاليليو. انظر شكل )١5-7(‏ . 
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شكل ( ٤-۳‏ ۱) 
السرعة الابتدائية للقذيفة عندما تنطلق من فوهة المدفع يمثلها قيمة واتجاهاً المتجه الكبير 


من © . نحلل المتجه إلى مركبتيه # على المحور الأفقى و «على المحور الرأسي . إذا حسبنا 


حركة القذيفة من فوهة المدفع حيث 0 - . 0= رعندما 0-/فإن السرعة الأفقية هي » 


والسرعة الرأسية هى . الآن نريد أن نعرف مركبات السرعة هذه في أي لحظة ؛. 


فهم جاليليو العميق يكمن في ملاحظته أن الحركة الأفقية لا تتغير . المركبة الأفقية 
الذاتى . هذه المركبة تبقى . إذن بعد مضي الوقت ۲ ٠‏ الإزاحة الأفقية × تساوي 


(A) xX = ut. 


ماذا عن المركبة الرأسية للحركة؟ لولم يكن هناك جذب إلى أسفل لحصلنا على المعادلة : 
4y = +‏ 

لكن هذا مغاير للحقيقة » ولذا سوف نكتب الحرف برقم » أي 
Ut.‏ = ربا C0‏ 


الآن نأخذ الجاذبية فى الاعتبار ونتجاهل السرعة الابتدائية» ومن )٤(‏ نجد 


و د 


حرتك المحور الواسيين له اماه موجب 9 أسفل وادا كان المحور الموجب 9 أسفل فان 


تع = = ل 
لک انشير إلى اماما المقفسود بالسرعة الآبتذائية' ۶ء سرف تب ارقف تررق آغر 


C9 ون‎ = E 


هنا يستعمل جاليليومبدأ التركيب . يدعي جاليليوأن الإزاحة الكلية :إلى أعلى 
للجسم المنطلق من 0 بسرعة « وتحت تأثير الجاذبية تساوي مجموع الازاحات 41 ودل . 
أي الازاحة بالسرعة الابتدائية « ولكن بدون مجال الحاذبية والإزاحة في المجال ولكن بدون 
السرعة الابتدائية. ماهى حجته؟ أولا لنفرض أن الازاحات تحدث بالتوالي : بعد الوقت) 
ينزاح الجسم بقدر ن » بعد ذلك ينزاح ول في وقت مماثل. واضح أن محصلة الإزاحات 
المتتالية هوالمجموع . باختصارمبدأً التركيب ينطبق على الإزاحات الناتجة عن الحركات 
المشالية: لبه المورضوع هو: هل يصح المبدأ إذا حدثت الحركات انيًا؟ كون الجسم له حركة 
ابتدائية أولاء لا يعتمد على وجود جال الجاذبية أو عدمه والعكس صحيح . إذن من الممكن 
تواجد الحركتين في نفس الوقت وبدون أن تؤثر أي منههما على الأخرى, ويمكن القول بأن 
الإزاحات الناتجة عن هذه الحركات لا تتأثر بكون الحركات آنية . مبدأ التركيب يبقى صحيحا 
ومن (4) و(74 ) نجد 


34١ yj = of - م‎ 


نستطيع إيجاد المسار الكامل للقذيفة إذا تمكنا من الإجابة على السؤال: أين القذيفة 
الآن. بعد ؛ من الثواني منذ إطلاق النار؟ المعادلتان (۸) و(4) تعطيان الإجابة ومن (۸) 
نحصل على الإزاحة الأفقية الحالية *. ومن (۹) نحصل على الازاحة الرأسية الحالية لر» 
أي أننا نحصل على مكانها الحالي (ز,*). إذا أعطينا الوقت» نستطيع إيجاد المكان ومنه نحصل 
على صورة لسار القدذيفة . 
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إذا علمنا الإزاحة الأفقية × للقذيفة » فإننا نستطيع حساب الوقت الذي أطلقت فيه من 
المعادلة (۸) ومن المعادلة (4) نحسب الإزاحة الرأسية ؛ إذا علمنا × نحسب «المقابلة 
بواسطة ؛. في الرياضيات › نسمى / وسيطأء ونقول إن × و معرفة وسيطيا. وهذا مثل لوأن × 
والد 7 و7 الولد الوحيد ل 7 فإن 7 هو الوسيط بين ۲ و×. بالتخلص من 7 » نجد أن 7 حفيد 
×. من الأفضل أن نتخلص من ؛ » ونكتب ر بدلالة × مباشرة . من (۸) 


ےھ دع 
كك ا 
u‏ 
بالتعويض عن ۲و ۴ في (1) نجد 
2 
.ع > - ےن - رن Eve)‏ 
4 4 


ما نوع المنحنى في (١٠)؟‏ هل يمكن تحويل هذه المعادلة إلى صورة أخرى معروف 
رسمها البياني؟ لنجعل معامل 1 سانيا الوحدة ونضرب 5 ت ونحصل على 


1 2 
وي كلك مم پس ب 


5 3 
بإضافة مربع نصف معامل × إلى الطرفين نجد أن 


E,‏ الى له 0ه 


إذن المربع كامل 


من تاريخ الديناميكىا ١١‏ 


لکن هذا من الصورة 


ظ 3.2 
فيو يعي له 
u‏ 0 
Fem gf 58860‏ 


إذن المنحنى قطع مكافىء ورأسه عند 0 =× . ۲0 ومحوره 0 =×. عندما تكون 0 =× فإن 
97 2 ظ 

ا ذلك ۲-0 تس گے وان تع نهذ أن #١٠5‏ معادلة قطم مكاةء 
E: 8‏ تعطي 0 | . ومنه ت “0 قطع مكاق 


ا1 0 140 
و توچ ووو = 
22 :8 





e 











2 م , 


وقد نتساءل ماذا تعنى إحداثيات الرأس؟ من المعادلة (ه) نعرف أن الجسم المقذوف 


رأسيا بسرعة نه يصل إلى ارتفاع . > إذن الرأس يقع عند أقصى ارتفاع لمسار القذيفة . 





28 
لكن القطع المكافىء متماثل بالنسبة لمحوره. إذن نتوقع أن تكون س نصف مدى 


القذيفة. هل هذا صحيح؟ عندما تعود القذيفة إلى السطح الأفقى فإن 0=ر ومن )٠١(‏ 


و س ت 
و 0 > 0 
0 5 
إِذ ME.‏ احم ابن 


وهذا يعني آل نصف الت فد الات يمك إكيال الشعا 35 »)١‏ ويصبح 
الشكل )٠١-۳(‏ . 


)۱١-۳( شكل‎ 


الذي يقفزة 
يعطى الكرة 
00 | 
نظريته 


فيه | 


معر وفة 1 فى الاجا 


N, 





ه الأ 


يوان . جاليليو استعمل هذا المبدأ. انظر الشكل .)١5-”(‏ السطح المائل 


سذ 
0 
١‏ 
| 
١‏ 
| 
| 
0 
۱ 
| 
۱ 
| 
1 


1 


فقى 


E 
0 


شكل (*“-ه١)‏ 


كل )٠١-۳(‏ . مرورها من خلال عدة حلقات مركزها على اله 





7 وتندفع في هذا الانجاه کا لوكا: 


الكلاب وعجول البحر تقفز من خلال الأطواق؟ النجاح مضمون لأن الطوق يوضع في المكان 


كيف تحقق جاليليوعمليًا من أن مسار القذيفة قطع مكافىء؟ ألم تشاهد من قبل 


عاد 


۲۲ 


الطرق الرياضية في العلوه 


من تاريخ الديناميكا TT‏ 


نعم » التجربة فيها بعض السذاجة إذا ما قورنت بالمستويات الحديثة » ولكن من يستطيع 
عمل شىء أفضل بالامكانيات المتوافرة في عهد جاليليو؟ على فكرة؛ لنعد الآن إلى الشكل 
(-0). لم أشرح لكم كيف قاس جاليليو الوقت والساعات لم توجد بعد في عصره . لقد غرى 
شرائح معدنية دقيقة على السطح المائل عند 4 » 8 » © . 2 حيث يمكن ساع الجسم المار 
عليها ولا تعيق الحركة كثيرا. وبأذنه الموسيقية استطاع تحديد الفترات الزمنية المتساوية. كل 
الفيزيائيين يستعملون عقوهم ولكن أفضلهم يفكرون بأصابعهم أيضا. 


اء الثاني : نيودن 


كان من المحتوم أن يمهد جاليليو لنيوتن. ولد نيوتن في يوم عيد الميلاد عام ١5147‏ بعد 
حوالي إحدى عشر شهرا من وفاة جاليليوء حقيقة لا ينساها الذين يؤمنون بتناسخ الأرواح من 
قرائى . لم يقدم بابا و توفي نيوتن في ۱۷۲۷ » ولكن 
التاريخ الذي يهمناهو۸۷٦۱.‏ هذه هي | لسنة التي دُفع فيها أخيرا من قبل صديقه هالي 
(:إء1111) على طبع كتابة (Principia Mathematica)‏ ودفع هالي تكاليف الطباعة . لم نحدث 
من قبل ولا ص بعد ٤‏ ناریح العلوم أن يا شحصس مېده الااکتشاقات الكثرة وبر دد مبلة 
الصورة عن نشرها. ليبنز (10۸02ء_) كان يقول إن نيوتن أنجز الجزء الأعظم من الرياضيات 
بأكملها. هذه الملاحظة قيلت قبل أن يتخاصم مع نيوتن . 


لقد كانت شخصية نيوتن أقل حيوية وحياته أقل إثارة من شخصية وحياة جاليليو. على 
النقيض من جاليليوء كان نيوتن خجولاً ومنطوياً على نفسه ويكره الجدل . يقال إنه عندما 
طلب منه أن يرشح نفسه للانتخابات في الجمعية الملكية أنه تراجع في البداية لأن انتخابه 
سيؤدي إلى زيادة معارفه وأصدقائه . أبحاثه كانت كل حیاته . جنانه يرقد في دير وستمنستر 
(Westminster Abbey)‏ « أما قانونه للجادبية. وقوانينه الميكانيكية فقد أصبحت جزء| 9 
يتجزأ من الفطرة السليمة . 
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)١- 7 (‏ التفاح والقذائف والقمر 
الحرف يمل الجاذبية التى جعلت التفاحة في حديقة نيوتن تسقط . هذه قصة قديمة 
ولكن مدى صحتها غير معروف . على كل حال هي قصة جيدة . 


عندما كان نيوتن شابا في كامبر یدج (©ع08776714) انتشر وباء خطير . هذا جعله يعود 
إلى مزرعة والديه في ولزثورب من مقاطعة لينكولنشير . هناك قضى حوالي سنة من الهدوء في 
الريف وأنجز أعظم اكتشاقاته : مفهوم الحاذبية وحساب التفاضل والتكامل . سواء سقطت 
عليه تفاحة أولم تسقط عندما كان يتأمل في حديقته » لقد سقطت عليه فكرة عظيمة . بالرغم 
من أن نيوتن عالج مشكلة الجاذبية بعقلية مفتوحة, إلا أنه لم يعالجها بعقلية فارغة : الآلاف 
من الناس رأوا التفاح يسقط ول تخطر على باهم فكرة نيوتن . ماذا كان يدور في ذهن نيوتن 
عندما كان يتأمل في مزرعته؟ هناك رسم في ملحق كتابه بعنوان «نظام العالم» وهذا يجعل تطور 
أفكاره حول الموضوع سرا مفتوحاً. كان يعرف بعض الأمورعن التفاح. القذائف والقمر 
وهذه أموريعرفها كل الفيزيائيين في عصره. القمرمثل التفاحة كروي تفريبا ويفترض أنه 
لقيل ولكن اذا لآ سقط آيضا؟ التفاحة تتجذب إلى الآرض بسب الحاذيية الأرضية؟ اذا ل 
ينجذب القمر أيضا؟ ما الذي يجعل القمريدور حول الأرضء قانون جاليليو للقصور الذاتى 
يقتضي أن يسير القمر في خط مستقيم وبسرعة منتظمة إذا لم تؤثرعليه قوة تغير من حركته . ما 
الذي يسحبه من مساره المستقيم ويجعله يتحرك في خط منحن حول الأرض؟ لكن كيف 
يمكن الربط بين مسار التفاحة الساقطة ومدار القمر البيضاوي؟ الخطوط المستقيمة تختلف 
كثيرا عن القطوع الناقصة. مسارات التفاح تختلف كثيرا عن مدار القمر. هل من الممكن أن 
تختلف المنحنيات أكثر من ذلك؟ كيف يمكن أن يمثل المنحنيان قانونا واحدا . 


نيوتن بص رته وعبقريته رآ الامكانية. ما هي خطته العظيمة؟ انپا القذائف . نعم » 
القذائف . ألم يثبت جاليليوأن مسار القذائف قطع مكافىء؟ أليست التفاحة الساقطة قذيفة 
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صغيرة أطلقت بسرعة أفقية صغيرة جدًا؟ أليس المسار إذن حالة نهائية لحركة القطع المكاقء؟ 
وماذا عن القمر؟ أليس هذا مجرد قذيفة ضخمة؟ أليس قذيفة ضخمة أطلقت بسرعة أفقية 
لمة؟ 


تأمل قذيفة تطلق من إحدى قمم جبال الانديزفي اتجاه المحيط الحادي . إذا أطلقت 
بسسرعة غالية+ اليس مكنا ان تضل القذيفة إلى اللحيط؟ إذا أطلقت من قمة أعلى وبسرعة 
أكبر» ألا يصبح مسارها قطعاً مكافئًا أكبر؟ أليس من الممكن جعل القذيفة تعبر المحيط؟ 
ولكن إذا أمكن جعل المساريقطع نصف المسافة حول الأرض. لاذا لا يقطع ثلاثة أرباع 
المسافة؟ الخيال لا يكلف شيئاً؛ إذا أمكن قطع ثلاثة أرباع المسافة» لماذا لا نقطع أربعة 
أرباعها؟ إنه شىء مثير أن نرى القذيفة تسقط على المدفع الذي أطلقت منه . إذا أردنا إثارة 
أكبر فإننا نحتاج سرعة أكبر . في هذه الحالة » القذيفة لا تسقط على المدفع بعد الدوران حول 
الأرض وإنم| تستمر. مسار القطع المكافء المنتهي يتحول إلى منحن غير منتهي . وهكذا 
نحصل على قمر مكون من قذيفة . 


كان خيال نيوتن خصبا مكنه من رو ية الانتقال المستمر من التفاحة إلى القمر. ا 
الحجة لابد أن تكون أكثر الحجج بالتشبيه إثارة في تاريخ العلوم . ستجد نسخة من رسوم 
كتاب نيوتن (ه11ه Mather‏ مincipiاP)‏ فى كتابى 


. ۷ الحز 5 الأو ل صفحة‎ (Mathematics and Plausible Reasoning) 


إذا كان القمريبقى في مداره بسبب قوة جذب الأرض » آليست الأرض والكواكب 
الأخرى تدور حول الشمس بسبب قوة جذب الشمس؟ إن جعل الخيال ينطلق بلا حد. 
شىء وتدعيم هذه التأملات ب أصبح فيا بعد مجموعة ساحقة من الاعتبارات الساندة شىء 
آخر. كان لدى نيوتن القدرة العقلية أن يعمل كلا منههما. 


١ ”5‏ الطرق الرياضية فى في العلوم 


9١‏ -” -۲) لا يوجد دخان بدون نار 

التفاح والحجارة تسقط وكلا سقطت أكثرء ازدادت سرعتها. ما الذي يجعلها تسرع؟ 
ربما أن هناك قوة أرضية تؤثر عليها. لكن القوة ليست شيئاً يمكن رؤ يته . كيف يمكن قياسها 
إذا تعذرت رؤ يتها؟ بتأثيرها: الدخان يدل على حريق في الوادي وراء التل . ما هوتاثير 
القوة؟ التسارع . إنها تسبب الزيادة في السرعة . 


4 = Et. 


إذا زادت السرعة بمقدار 4 بعد فترة من الزمن تساوى > فإن 
 - g(t + 7).‏ + هن 


بطرح الأول من الأخير. حك 


آي 


اح 


ةا 


التخير في السرعة 


لكن» لوحدث تغير في السرعة بمقدار قدم/ثافي ۳ ثواني. فإن هذا يمشل نفس 
المعدل لوتغيرت السرعة بمقدار ۲ قدم/ثا في ثانية واحدة» وهذا يعني أن : 


التسارع = التغير في السرعة في وحدة الزمن 


من تاريخ الديناميكا TY‏ 
نحن نعرف أن جاليليو وجد أن التسارع #ثابت ولكن إذا أخذنا في الاعتبار أن القياس لا 


يمكن أن يخلومن الخطأ فعلينا أن نكون حذرين . الجاذبية ع على أوبقرب سطح الأرض تبقى 
ثابتة في حدود أخطاء القيامن.. في الواقع . هنا قريب من الحقيقة . 


ولک لعب الموضوع هوأن التسارع مقياس للقوة . مادا يعني هذا الت لحركة الأرض 
والكواكب حول الشمسنى؟ ماهو الدليل على أن كلا متها يبقى في مداره بسبب قوة جذب 
الشمس؟ الحواب هو تسارعه نحو الشمس . 


(۳- ۲ ۔ ۳) الكواكب تتسارع نحو الشمس 

لنفرض أن القمر يتسارع نحومركز الأرض وأن الكواكب تتسارع نحومركز الشمس . ما 
نتائج هذه الفرضيات؟ أي نوع من المدارات ستأخذ الكواكب والقمر؟ هذه مسألة رياضية 
صعبة لأن التسارع بحدث بصورة مستمرة ولذا يصعب حسابه . كيف نتعامل مع التسارع 
المستمر؟ كيف تعامل جاليليو مع السرعة المتغيرة باستمرار؟ راجع الأشكال FF‏ 
N‏ 

مثل جاليليوونيوتن بعده. نتعامل مع المتغير باستمرار عن طريق البداية بتشويه متقطع له 


قفزات فجائية ومن ثم نزيد العدد ونخفف من القفزات وبذا نجعل الوضع يقترب من التغير 
التدريجي . هكذا يصبح الخيال حقيقة . إن اعتبار المتصل حالة نائية للمتقطع هو في الحقيقة 
الفكرة الرئيسية وراء حساب التكامل . نيوتن اخترعه خصيصا ليسهل هذه المعالحة . بالطبع . 
لقد ورث نيوتن الكثير من أرحميدس وكافاليرى وفيرمات (/1677184) » ولكن إسهامه واضح 
ومحدد. التاريخ يعتبره بحق مؤسس حساب التفاضل والتكامل . 


يحق لنا أن نفترض أن نيوتن حصل على نتائجه في الميكانيكا عن طريق حساب التكامل 
ولكن حسب كتاباته كان يصر على تحاشى حساب التفاضل والتكامل . كان يعتقد أنه بذلك 


۲۸ الطرق الرياضية في العلوم 

سيزيد من صعوبة المواضيع على قرائه . أنا لا أعرف إلى أي مدى سهل هذا الأسلوب على 
معاصريه قراءة أبحاثه ولكنه بالتأكيد صعب الأمور بالنسبة لنا الآن. الطرق البدائية والقديمة 
التي استخدمها لا يمكن أن تنافس التفاضل والتكامل إلا إذا كان العداد ينافس الحاسب 
الالكتر وني . ولكن لحسن حظ المؤلف والقارىء. يوجد في كتاب نيوتن استنتاج بسيط وهام 
في الوقت نفسه . هذا الاستنتاج يعطي الإجابة على السؤال المطروح سابقا: ما هومدار 
الكوكب الذي يتسارع باستمرار إلى نقطة ثابتة© ؟ نعود الآن إلى إجابة نيوتن . 


نفرض أن الكوكب ۶ موجود عند ر4 ويتحرك بسرعة قدم / ثا. نفرض أيضا أنه لا تؤ ثر 
عليه أية قوة حارجية خلال الثانية التالية . ماذا يحدث؟ حسب قانون جاليليو للقصور الذاتي , 
يستمر الكوكب في خط مستقيم وبسرعة منتظمة ١‏ قدم / ثا. وكنتيجة لذلك. فإن الكوكب 
يكون بعد ثانية عند و4 والتى تبعد «قدم عن ,4 والقطعة الموجهة و44 تمثل السرعة خلال 


هذه الثانية . 


الآن نفرض أن ۶ تتسارع انا ناحية © عندما تصل إلى و4 . لولم يكن هناك تسارع عند 
وك » لاستمر الكوكب بسرعة « قدم / ثا على امتداد وشر4 . بعد ثانية» يصبح الكوكب على 
بعد" قدم من و4 » أي عند و5 حيث ولوف = و۸4 . انظر الشكل (۳۔۱۷). ولكن 
عند و4 يتسارع الكوكب ناحية © بمقدار المتجه ,4,6 . إذن محصلة السرعة عندما يترك 


الكوكب النقطة و4 تساوي القطر وهو في متوازي الأضلاع الموضح بالشكل )١18-7(‏ . 





شكل (*-17) شكل (۳۔-۱۸) 


ماذا يحدث بعد ذلك؟ تذكر أن التسارع أثر على 7 عند و4 للحظة فقط . بعد مغادرة / 


للنقطة وف لم يعد للتسارع أي وجود. إذن بعد مغادرة و4 وحسب قانون القصور الذاتي › 


يستمر في اتجاه 4ر4 قاطعا مسافة وشو كل ثانية إلى أن يتأثر بقوة خارجية . بعد ثانية من 


مغادرة و4 يصل الكوكب إلى رى . 





شكل (۱۹-۳) شكل )٠١-7(‏ 

لول یتسار ع ۶ ناحية © ولا وصل ال وھ لاستمر ی مساره على وھ ووصل ال 
و بعد ثانية . لولم تكن سرعته ١4و4‏ عندما تسارع إلى © عند و4 لتحرك في اتجاه 0و4 
لبا CL,‏ بعل تأنية. ولكن بالسرعتين › يتحرك الكوكب ۶ على وضيق ويصل ۸ھ رد 
ثانية . لا حاجة الآن لمناقشة التسارع الذي يؤثر على 7 عند يلك . 

الدراسة الواعية لنتائج هذه التسارعات المتقطعة نحو © تعطينا المفتاح لتحديد نتائج 
تسارع ۶ نحو ) بصورة ه مسكهمرة . 

لاحظ فی الشكل (۱۹-۳) أن يك = رفون وأن ‏ ©و4 ليم . دعونا 
نرسم هذا الشكل بصورة أخرى: شكل )3١-7”(‏ . 


1 الطرق الرياضية في العلوم 
با أن المثلثين وهوه0 و C4۴,‏ هما قاعدتان متساويتان ,4۴ و وشوك ونفس الارتفاع 


و LAF‏ ث = CAA‏ انه 


وبا آل المخلشين C4“ CAF,‏ 7 نفس القاعدة ونهمس الارتفاع. فإغبما متساويا 
ا 
SAA,‏ ع امم 
ادن 
A CAA,‏ = وشوش ا 
مادا نستنتج؟ ما علاقة هذه النتيجة بقوانين حركة الكواكب المعروفة؟ إن متجه نصف 
القطر الذي يصل المركز © بالكوكب 7 يمسح مساحات متساوية في ثوان متتالية . لكن أليس 
جليًا أن نفس الشىء يحدث لو أخذنا وحدات زمنية أخرى غير الثانية؟ دس طيه أن تاا فير 
الشانية. جزء من مائة. . أوجزء من المليون أوالبليون. . . عندما تتناقص الفترات الزمنية 
المتساوية فإن تأثير التسارعات المركزية المتقطعة يقترب أكثر فأكثر من التسارع المركزي 


ماذا نستنتج؟ إذا تسارع الكوكب 7 باستمرار نحو المركز © فإنه يتخذ مساراً بحيث يمسح 
متجه نصف القطر ©7 مساحات متساوية في أزمنة متساوية . لكن هذا هوقانون كبلر الان . 


نادرا ما تؤدي مناقشة بسيطة مثل هذه إلى نتائج ببهذه الخطورة . لقد أقنعت نيوتن ‏ 
والمفروض أن تقنعك أنت أيضا - بأن الكواكب تتسارع في اتجاه الشمس . چب اح رام 
الأشكال (19-7 و7-١7),‏ إنها تربط الميكانيكا الأرضية بالفضاء الخارجى . 


(6 -4-7) ماهو قانون الحاذبية العام؟ 


لقد رأينا كيف توصل نيوتن إلى تخمينه بأن الكواكب تتسارع نحو الشمس مثل تسارع 


من تاريخ الديناميكا سن 


القذيفة ب زک كيف نقد الآأدلة الى تستد تحميته؟ افد سل ساس كيل 
إثباته لقانون كبلر الثاني باعتماده على تخمينه . (إنه لمن الممكن أن يكون قانون كبلر نتيجة 
ضرورية لتخمين اخر) . 


ما هى الخطوة التالية؟ بافتراض أن الكواكب تتسارع فعلا باتجاه الشمس والقمريتسارع 
باتجاه الأرض حيث المدارات منتظمة فإن هذه التسارعات لا يمكن أن تكون أمورا عشوائية 
ولكن لابد أن تخضع لقانون معين. أليست وجهة نظر نيوتن الرئيسية هي استمرارية الانتقال؟ 
إذن الآثار المتشاببة لابد أن تكون مسبباتها متشامبة . إن قوة جذب الأرض للتفاحة والقذيفة 
والقمر لابد أن تكون ها نفس طبيعة جذب الشمس للأرض. لابد أن يكون هتاك قانون 
جاذبية عام . الخطوة الثانية هي تعيينه . 


لقد خدعنى مدرس الفيزياء عندما كنت في المدرسة . الساحر نيوتن يقدم أعظم عرض 
على الأرض - أو في المجموعة الشمسية ‏ حيث يخرج أرنب الجاذبية من القبعة الكونية . وفي 
النباية أحصل على نص قانون الحاذبية بدون أي توضيح عن كيفية عمل اللعبة . 


كيف جاء الأرنب إلى قبعة السيد نيوتن؟ لكى تفهم خفة يده عليك أولا أن تتعلم حيلة 
اتا ٤‏ السحرالمدارى وهذده ا حيلة شی استنتاج التسارع ا للب يدور بانتظام 5 


اكتشاف نيوتن . الآن نتفحص طريقة هاملتون . 


(۳- ۲ - ه) الحركة الدائرية المنتظمة : هودوغراف هاملتون )hصHodograp(‏ 
ل الحسيم ”/ الذي يدور بحركة منتظمة على دائرة نصف قطرها ۲ ومركزها ). يا أن م 


يتحرك على دائرة. إدنث اتاد ی که يقير باشعم اراب فاق سرعب تتقى زاستهرار آيقناً. ۴ 


۳۲ الطرق الرياضية في العلوم 

أن حركة ۶ دائرية منتظمة » إذن فهويقطع مسافات متساوية في أزمنة متساوية» أى أن قيمة 
سرعته ثابته. إذا مثلنا سرعة ‏ عند | بالمتجه ٣,۸,‏ وسرعته عند أي نقطة أخرى P,‏ 
بالمتجه ,وشو فإن المتجهين لما نفس الطول. وهذا الطول المشترك يساوي قيمة السرعة. 
أي المسافة المقطوعة في وحدة الزمن» انظر الشكل )7١1-7(‏ . 





شكل (۳۔-۲۱) شكل (۳۔۲۲) 


كون متجهي السرعة رشر و وشو هما نفس الطول أثار قضول هاملتون . ما أهمية 
هذه الحقيقة؟ إنها تعنى أن 7 تتحرك بسرعة قيمتها ثابتة . ماذا غبر ذلك؟ لقد أعطى هاملتون 


تفسيراً جديدا (الهودوغراف) ليوضح حقيقة هامة أخرى. 


لنفرض أن نسخة لكل من المتجهين ۴,۸ و هر۴ تنتقل بموازاة نفسها بحيث تبدأ من 
نقطة ثابتة 0. انظر الشكل (77-7). إذن 047 نسحة من قرس و04 نسخة من يقر . 
بها أن النسختين موازيتان للمتجهين الأصليين فإن الزاوية بين النسختين تساوي الزاوية 8 
بين الزوج الأصلى . على هذا الأاساس» يمكن اعتبار الأشكال 7١-7(‏ و٣-۲۲).‏ أقراص 
ساعات متزامنة ‏ التزامن هنا يعني أنه عندما يدور 07 بانتظام من ,طح إلى ,مح على 
الساعة الأصلية فإن 04 يدور من ,04 إلى و04 على المودوغراف . نستنتج أن 04 يدور 
دورة كاملة في نفس الوقت 7 الذي يدور فيه ٥۶‏ دورة كاملة . ماذا يحدث الآن؟ خلال الفترة 


10 = على محيط الدائرة التي نصف قطرها ۲ بسرعة منتظمة ۷ وهذا يعنى أن27‎ P عنس‎ FT 


من تاريخ الديناميكا TT‏ 


اذن 
أدب Ta = Orv.‏ 


414 _ 2w ظ‎ 
TU Ar ر‎ 


وهكذا نحصل على 
02 
)١1١( a= 5‏ 


7 


إن بساطة العمليات هنا قد تخفى علينا معنى ما توصلنا إليه . ما هي 4 ؟ إنها سرعة رأس 
المتجه» السرعة الآنية ل 4.. ولكن ما هى السرعة الآنية لرأس المتجه 4 ؟ لقد أجاب على هذا 
لس آل عاملتون يعفر ينه ويس تة إا قدا ر العفير الآى ف سرعة الهج 4© . لكن 0۸ 
نسخة لسرعة . باختصار» © تمثل مقدار التسارع الآني للجسم ۶ : التسارع هو سرعة 
السرعضة. 


إذن )١١(‏ تعطي مقدارتسارع ۶. ولكن ما هو اتجاه التسارع؟ حسب نيوتن الكواكب 
تتسارع في اتجاه الشمس» وأنت بالتأكيد مستعد أن تصدق أن تسارع ۲ في اتجاه ©. لكن 
يمكن استنتاج هذه الحقيقة من هودوغراف هاملتون وهذا يطمئننا أكثر. 


إن حركة 4 عند ,4 على سبيل المثال تكون تماسة للدائرة عند النقطة ,4 أي أنها 
عمودية على ,04 في الشكل (۲۲-۳) وعليه فهي موازية ل ۶,٤‏ في الشكل (”7-١؟).‏ إدن 
تسارع ۶ عند , يكون في اتجاه 2,0 . لکن ,4 » ,5 نقاط اخحتيارية . إذن يمكن القول بأن 


تسارع ۶ بتحه دائا إلى مركز دائرة الدوران©) . 


۳٤‏ الطرق الرياضية في العلوم 





شكل (۳۔-۲۳) 


ما قلناه باختصارعن مقدار التسارع يمكن قوله بطريقة أخرى ولكنها أطول وهذا على 
حساب قصتنا القصيرة . لنفرض أن 04 في الوضع ر04 بعد مضي ۲من الوقت من وجوده في 
الوضع ,04 . نكمل متوازي الأضلاع 8و04,4 . انظر الشكل (75-7) . ,0۸4 محصلة 
04 089 ولذا فسرعة 8 عند ,۶ يجب أن يضاف ها 08 لتصبح و04 عند و7 . لكن هذه 
الزيادة في السرعة 08 تحدث خلال الزمن ؛ إذن +/8© هومعدل الزيادة في السرعة؛ أي 
متوسط تسارع ۶ عندما تنتقل من ,م إلى رم . لكن يمكن أخذ المتجه المكاقء ر4 4 بدلا 
من 08. إذن 7/04 يعطي متوسط تسارع 7 عندما تنتقل من ,م إلى ,م . 


لنفرض الآن أن و4 قريبة جذامن ,4 . كلما قربت و4 من ,4 اقتر بت المساواة التالية 
من الصحة . 
طول وھ 5-5 القوس و على اهودوغراف 2 


هده 5 
و۸4 القوس ورم 








1 


طول القوس و4 4م = f‏ يخ 14 


من تاريخ الديناميكا ١‏ 


إذن 
طول القوس ورم 


/ 


إذن كلما صغرت الفترة ؛ » اقترب طول القوس ,4,4 من طول القطعة و44 أي أن 
طول وAرA‏ 
1 


4 
وعليه فان مقدار التسارع الاني هو 0 . 


(۲۳- ۲ -5) حول اكتشاف نيوتن لقانون الحاذبية 

اكتشاف نيوتن العظيم يكمن في تحديد العلاقة بين تسارع كوكب نحو الشمس وبعده 
ا هذا بالإضافة إلى جرأته في افتراض أن كل جسم في الكون يجذب كل جسم اخر 
حسب العلاقة السابقة . ما أهمية اكتشاف نيوتن لقانون التسارع المركزي لجسم في حركة 
دائرية مننظمة؟ تذكر أن التقريب الأولى الجيد غالبا ما يبسط مسالة معقدة ويجعل حلها مكنا . 
ما يصح في ال حالة المبسطة قد يصح في الحالة العامة أوعلى الأقل يدل على شيء ما. 


حسب قانون كبلر الأول» كل كوكب يسير على قطع ناقص حيث الشمس عند أحد 
بؤرتيه . في الواقع . اختلاف مراكز مدارات الكواكب صغير جداء أي أن المدارات قريبة جدا 
من دوائر مدار كوكب المريخ الذي أعطاه كبلر دراسة خاصة أقل دائرية من الكواكب الأخرى 
ما عدا عطارد. هذا الكوكب مثل الكواكب الأخرى يتعرض لتغيرات طفيفة في مداره (بسبب 
جاذبية الكواكب الأخرى)., ولكن كتقريب أولى يمكن اعتبار مداره دائرة . نبسط المسألة 


عر لار داريا مادا تجد؟ 


حكن الطرق الرياضية في العلوم 

حسب قانون كبلر الثاني » الكواكب تتحرك بحيث يمسح متجه نصف القطر من 
الشمس مساحات متساوية في أزمنة متساوية. لكن إذا كان المدارذائريا فإنه واضح أن 
المساحات المتساوية لن تمسح في أزمنة متساوية إلا إذا كانت المركة دآقرية متظمة, إذن سکن 
تطبيق القانون .)١1(‏ لنفرض أن ۸ نصف قطر مدار المريخ حول الشمس وأن ۷ سرعته 
المنتتظمة» إذن من )١١(‏ نحسب قيمة تسارع المريخ نحو الشمس والتسارع المركزي يساوي 


(1۳) a = 2 


سر | 5ح 


لقد حسبنا #بدلالة ولاء وهدف نيوتن هوأن يكتب #بدلالة ۸ فقط. علينا أن 
نتخلص من ١‏ ولذا فإننا نحتاج إلى معادلة أخرى. تذكر كيف استنتجنا .)١1(‏ إذا كانت'1 


مدة دوران المريخ . فإننا نحصل على معادلة مشاعبة لمعادلة استعملت للحصول على )١١(‏ 
وهذه المعادلة هى 
لجن = To‏ 


إذن 


بالتر بيع والتعويض عن 2ن في (؟7١)‏ نصل إلى 


2 . 
1 4 217 
ف سس 8 3 — = ]1 

EE R 


إذن 


47 
(۳( gf 


وجود كبلر. ألم يقل كبلر شيئا هاما حول 7 ؟ 


و اررق ا ۳۷ 
حسب قانون كبلر الثالث» مربع 7 يتناسب مع مكعب ۸ . بصورة أخرى 7 تتناسب مع 
752 وجير یا 
اللي 0ه - T‏ 
حيث © ثابت مستقل عن ۸. إذن مربع 1 يساوي 


3 .ثم ت T2‏ 


بالتعويض عن 72 في )١7(‏ نجد 





a = 4r” 
cR° 
أو‎ 
1 = 47 1 
153 o حير‎ 


إذن © تتناسب عكسيا مع مربع المسافة بين المريخ والشمس . هذه خحطوة عظيمة في سبيل 
اكتشاف تيوتن لقاتون الخاذبية. 


5-١‏ - ۷) الطريقة العلمية : التحقيق 


الفرق بين التخمين والفرضية والنظرية والقانون فرق في الدرجة وليس فرق في النوعية . 
الفرق ٤‏ المصطلحات فرق في التأكيد ويدل على مدى رسوخ وقبول الفرضية . 


إن فكرة كون المدفع هدف نفسه إذا أطلق بسرعة كافية تعتر فكرة متطرفة وإن تصور 
قذيقة تدور حول الأرض لتعود او مكان إطلاقها يعتر قربا سل الخيال . لكن حينم ننظر إلى 
هذه الرحلة المفترضة في الإطار الذي رآها فيه نيوتن كحالة متوسطة بين مسار التفاحة الساقطة 


۳۸ الطرق الرياضية في العلوم 


ومدار القمر فإن وضعها يختلف . إن وجهة نظر التغير المستمر تعطي الافتراض إمكانية تجعله 
جديرا بالدراسة الحدية. التخمينات المفرطة تصبح فرضيات واقعية . 


عندما أثبت نيوتن قانون كبلر الثاني من فرضيته بأن الكواكب تتسارع نحو الشمس كان 
هذا بمثابة دليل قوي على أن الكواكب التي تتسارع مركزيا نحو الشمس تدور في قطوع 
ناقصة . التفاحة الساقطة ودوران القمر فيا نفس التفسير ؛ القطع الأرضية والسماوية من اللغز 
الكوني تنطبق مع بعضها البعض . ما كنا نشك فيه أصبحنا نقبله الآن بشىء من القناعة ؛ 
الفرضية صارت نظرية . بتطبيق قانون كبلر الثالث» تتحول النظرية إلى نظرية محددة: وهي 
أن التسارع المركزي يتناسب عكسيا مع مربع المسافة . 


لقد استعمل جاليليو التلسكوب المختر ع حديثا في اكتشاف ثلاثة من قار المشتري ثم 
قشف قمرا رابعا فیا بعد لقد وجد أن دؤوات آقار المشتريى غق قاتون كبلر الغالة نمثل 
فوراق الاق ول الشسن. عماايقا قز للق ر ى دور سول اراش ی 
ص 


T = .ع‎ 


هذا نظام ثان يخضع للقانون نفسه» طبعا كل نظام له قيمة خاصة للثابت ©. هذه 
اعتبارات هامة جدا بالنسبة لنيوتن ؛ إن تحقق قانون كبلر الثالث هنا دليل ثابت على أن 
التسارع المركزي يتناسب عكسيًا مع مربع المسافة في هذا النظام أيضاً. لكن إذا تحقق هذا في 
نظامين لاذا لا يتحقق في ثالث ورابع . . .؟ وهكذا توصل نيوتن إلى نظريته بخصوص 
الشناقية. 


ولكن كيف تصبح النظرية قانونا؟ إن قرار «التشريع» الذي يضع النظرية على قائمة 
قوانين القيزباء هو التاكد عن صحعها. وكيف تاقد نوئن عن ضحة تظريته؟ كان عليه أن 


من تاريخ الديناميكا 8 ١‏ 


ينزل نظريته من السماء إلى الأرض كما نقول. أليست قطعة الطباشير التي اكتب بها على 
اللوح» مثل القمرء أحد كواكب النظام الذي شمسه الأرض؟ لكن عندما أطلق قطعة 
الطباشير فإنها تتسارع نحومركز الأرض بالتسارع م. هل قيمة التسارع المركزي 8 لكوكبنا 
الصغير المستنتجة من نظرية نيوتن هي نفس القيمة الحقيقية لم ؟ هذا هو الاختبار الحاسم . 


ما هى القيمة النظرية ل 8 ؟ لقد استنتجها نيوتن على النحو التالى. حسب نظريته. 
تسارع القمروقطعة الطباشير متناسب عكسيا مع مربع المسافة عن مركز الأرض . أي أن 
كليه)| يحقق القانون .)١54(‏ 


. 


التشاوع اک > ب E‏ 
رع المركزع مريع المساذة (15') 


حيث 6 ثابت تناسب مستقل غن المسافة . لتكن ۸ المسافة بين القمرومركز الأرض و برع 
0 
R2‏ < ادك )١65(‏ 


وبنفس الطريقة, إذا كانت نصف قطر الأرض» أي المسافة من قطعة الطباشير إلى 
مركز الأرض وع8 تسارع قطعة الطباشير نحو مركز الأرض فإن 


Ya ع‎ 
0 gE * و‎ 


لنفرض أن مدار القمر حول الأرض مثل مدار المريخ حول الشمس دائري ونستنتح من 
فانون كبلر الثاني أن حركته دائرية منتظمة وبسرعة ‏ » ومن )١5(‏ أن 


ماع 


EM -> 

















١4‏ الطرق الرياضية في العلوم 


1155 
R2 8 7 


إذن 


o0" R.‏ دعم 


وبا أن حركة القمر دائرية منتظمةء إذن دورته 7 تحقق العلاقة 


2R 


ا 





لسوء الحظ لا يمكن قياس © مباشرة . ولكن يمحن قياس EF‏ . من ٠١(‏ ') 


41 3 


)15( bE = 72,2 


هذا يعطينا التسارع على سطح الأرض بدلالة ۲» ۸ و7 وكلها معروفة لدى نيوتن . 
الشكل TE)‏ يبوصح الاستنتاج السابة .. 





شكل (”14-7؟7) 


هل قاب ليم تي رين النظريةال جع عع القيمة [لعروفة من الدجرية# منك الا 
من هذا بنفسك . معلومات نيوثن كالتالي : 
نصف قطر الأرض بالأمتار r = 6.3784 x 10° meters‏ 
المسافة بين القمر والأرض بالأمتار 261655 10° × 384.4 = FR‏ 
(إذن بعد القمر عن الأرض يساوي تقريباً نصف قطر الأرض ثلاثين مرة) . 
ودورة القمر باليوم 27.322 =1 


المعلومات كلها معطاة إلى خمسة أرقام معنوية ما عدا ۸ حيث إنها معطاة إلى أربعة أرقام 
معنوية. إذن نتعامل بالخمسة أرقام وتكون الإجابة معنوية إلى أربعة أرقام . ثانياً إذا كنت 
تعرف تحليل الأبعاد» طبقه على )١5(‏ لتتأكد من أن ع8 من النوعية المناسبة» أى أنها تسارع 
e‏ سوف أوضح أهمية تحليل الأبعاد ٤‏ البند ( ا ) قو الجزء الخال 


سؤال آخحر: كيف نحدذ ي عمليًا؟ نحددها بتجربة البندول. هذه أيضاً ستناقش فى 
الجزء الثالث. عم تساوي مر مرنا؟. 


1 الطرق الرياضية في العلوم 


عندما أكمل نيوتن حساباتهء لم تكن إجابته قريبة بصورة كافية من القيمة المعروفة . هذا 
افر ری یق ع سف النظرية يجب أن تطابق الحقائق هذه هى الطريقة العلمية. 


2 أن کر عا أن نین كان سردا ق تشر أبحاثه لأسباب شخصية . لقد كان نيوتن 
خساسا وتتحفظ) وكدزما إلى حدما كان يكره الحدل بشدة ويحق له ذلك . إن نشر كتابه في 
البصريات في السابق أدى إلى خصام عنيف مع هوك (770066) الذي كان قاسيا بقدر ما هو 
باقعا وكذلك اكتشاف نيوتن للتفاضل والتكامل أدى إلى حزازات مشايهة مع مكتشفه الآخر 
لییتعو. کان وتن هترهدا فى نشر ناته فا من مجادلات جديدة» أضف إلى ذلك 
اللاختلاف بين قيمته المستنتجة ل عع والقيمة الحقيقية كل ذلك جعله يحجم عن النشر. لأنه 
أخطأ في مكان ما لم ينشر وحتى لو أصاب لتردد . 


معظم نظرية نيوتن كان منسجا مع الحقائق وهذا جعله يتساءل عن مدى صحة الأرقام 
التي عوضها في .)١15(‏ دورة القمر 7 كانت معروفة بدقة لا بأس بها منذ عهد البابليين 
والاغريق, وقيمتا 7و5 التي ناقشناها سابقا (راجع ايراتوسثينيس) كانتا معروفتين بصورة 
تقريبية لدى الاغريق. وبصورة أدق قليلا في عهد نيوتن . لقد قرر أخيرا أن ”غير دقيقة: 
افا اپا فی اتی عن قبل اة عا #الفرنسينة أرسالت إلى مر یکا رة 4د 
الغرض . حسابهم لقيمة ٣‏ جعل القيمة النظرية ل مع قريبة من القيمة التجريبية ؛ النظرية 
جاهزة الآن للنشر ولكن نيوتن لم يكن مستعدا لذلك . أخيرا تحت إصرارهالي ومساعدته المالية 
طبع كتابه .)Phil sophie Naturalis Principia Mathematica)‏ هل يا ترى يوجد قانون 
تربيع عكسي للنشر ينص على أن دافع المؤلف للنشر يتناسب عكسيا مع مربع قيمة بحثه؟ 


لابد أن القارىء النبيه لاحظ بعض الأمور التى أهملناها: مثلا» استنتجنا القانون )١5(‏ 


بافتر اذ ض أن القمر يتحرك في دائرة وبسرعة منتظمة ولكن إذا كانت نظرية نيوتن صحيحة فإن 


من تاريخ الديناميكا ۳ 


حركة القمر ستتأثر ولوبشكل طفيف بكل الكواكب والنجوم في جميع المجرات . ثانياء ما هي 
القبمة والعحيخة ل غ #حيث ]3 الآرقى ابت وة فام إذن عركللك ج غير . 
هناك سبب آخر: دوران الأرض يعطى قطعة الطباشير الساقطة تسارعاً مركزيا طارداً ولذا فإن 
© كات خط العرقن , يمك ان اشن آفورا أغرى شيك الس آفرا ندهفا آذ 
النماذج المثالية تمكننا من البحث المجدي؟ بدونهاء تصبح الطبيعة معقدة جدا بحيث لا يمكن 
أن نصل إلى قوانيتها 


(۳- ۲ -8) الإدراك المتأخر والبصيرة 

نيوتن لم يكن أول من افترض قانون التر بيع العكسى . أصدقاؤه البارعون أمثال هالي 
الذي تنبا بعودة مذنب على أساس من ديناميكا نيوتن وهوك المعروف بقانونه في المرونة والقائل 
بأن الشد في سلك يتناسب مع الزيادة في طوله ورين (187:6) الذي طغت أعماله المعمارية على 
إنجازاته الرياضية» كل هؤ لاء فكروا في القانون نفسه . الفرق هوأن هؤلاء لم تكن لديهم 
البصيرة والقدرة الرياضية الضرورية لربط القانون بقوانين كبلر. نيوتن أدار المفتاح ورفاقه لم 
يستطيعوا؛ لم يستطيعوا أن يجدوا مفتاحاً يديرونه . باستعادة الأحداث الماضية» نظرية نيوتن 
بدوواضحة. كيف يمان أن تكون غبرذلك؟ تع إذا أعطينا المقتاح وطريقة قتم الققل؛ 
الباقي سهل . قد يحلولنا القول بأن هالي وهوك ورين عثروا على المفتاح ولكن هذا مضلل في 
الحقيقة؟ ما فائدة مفتاح لا تجد قفلاً يناسبه؟ . 


كبلر أيضا فكر في قانون التر بيع العكسي, بل هوأول من فكر فيه . إنه شىء مشوق أن 
نرى كيف توصل إليه وبا لخصوص كيف رفضه . 


اعتقد كبلر أ ن الحاذبية مشامبة لانتشار الضوء . الشبيه هنا هو شدة الضوء . دعونا نعطى 


١ 5‏ الطرق الرياضية في العلوم 


من المعروف أن الشمس عت الضوء الذي بذونه تصبح الحياة على الأرض مستحيلة . 
الطقس مرتبط بخطوط العرض » حيث إن زاوية سقوط أشعة الشمس تعتمد عليهاء وعلى 
الزاوية تعتمد المساحة التي ينتشر عليها الضوء . انظر الشكل (*-76) . 


بم 





ف 


1 


شكل (۳۔٣۲)‏ 


لا كانت الشمس بعيدة جدا عن الأرض فيمكن اعتبار أشعتها مثل 8 و "8 متوازية. 
وبافم اد ض الشيء الطبيعى وهو أن الشمس تبعث الضوء geet‏ يع 
الاتجاهات: فان الأددة B’ 9B‏ إذا كانت مساو ره اسيك ستحتوق على كميات متسأووبة 


من ضوء الشمس . الكميات ااا 


من الواضح أن 4c‏ أقل من . لذا فإن المناطق الاستوائية أحر من المناطق القطبية . 
وهکذا سا على لمفهوم 
كمية الضوء 
سلو صوء الشمس = 


المساحة 


لکن ٠‏ وحدة من الضوء الساقط بانتظام على ۲سم مربع تعطي ٠‏ وحدات لكل سم 
مربع › أي 
الشدة = كمية الضوء لوحدة المساحة 


أفكار كبلر. 


خذ الآن شدة الضوء الساقط على كوكب 7 يبعد عن الشمس مسافة ۸. لتكن 5 كمية 
الضوء الكلية المنبعثة من الشمس . أيضا نفرض أن هذه الكمية تنبعث بالتساوي في جميع 
الاتجاهات ولذا فإن الشدة متساوية عند جميع النقاط التي تبعد مسافة ۸ من الشمس . لكن 
هذه النقاط تشكل غشاء كرويا مركزه الشمس ونصف قطره ۸ ومساحته 47۸ . 
إذن 
5 


هم ا . 1 
0 اشح عوقو د کے سد 
ساب ۵ لضو عددل 82 06 


أي أن الشدة تتناسب عكسيا مع مربع المسافة بين الكوكب ۶ والشمس . انظر الشكل 
7( 


با أن الضوء ينتشر من الشمس حسب قانون التر بيع العكسي ٠»‏ أليس مكنا أن الحاذبية 
«تنتشر» بنفس الطريقة؟ لقد فكر كبلر كثيرا في الموضوع ولكنه كان مترددا ولذا فقد فوت 
اشافاعظب]. وق لق لقنو چا اعا الا الناء سرف 
الشمس يحجب القمر أشعة الشمس عن جزء من الأرض ولكنه لا يحدث أي اختلال في حركة 
الأرزق. لر اتفرت قوئ الجاذبية شل انتظار الضوءفإن فن الخابية مسجب مو قتا بواسعلة 


١ 4‏ الطرق الرياضية في العلوم 


هذا لا يحدث . إذن الحاذبية لا تنتشر مثل انتشار الضوء . انظر الشكل (۲۷-۳) . 





شكل ”7-"؟) 


أشعة الشمسم 





شكل (۳۔-۲۷) 


محاكمة كبلر جيدة» لا تجعل إدراكك الآن يجعلك تتحامل ضدها . المغفل يصبح حكي) 
بعد الحادثة . حاول أن تنظر للمسألة من جديد. قدرة الشمس على إبقاء الأرض في مدارها 
وقدرة الأرض على إبقاء القمر في مداره بدون أية مادة تربط بينها يعتبر أمرا غامضا للغاية . 
لقد قدّر أنه لوربطت الأرض والقمر بواسطة سلك من الصلب مقطعه يساوي قطر القمر فإنه 
لا يكفى لاستبدال جاذبية الأرض للقمر. كيف يمكن للفضاء أن يكون أقوى من الصلب؟ 
إن هذا أغرب من الخيال. 


إن من يعتقد أن القمر يبقى في مداره بواسطة قوة تنتقل عبر الفراغ إما أن يكون مجنوناً أو 
عبقريا. كبلرم يكن مجنوناً ورفض فكرة قانون التر بيع العكسي ؛ نيوتن لم يكن مجنوناً وقبل 
اة فسها. تيج ة كبا كانت سسيعة بالا لفهنه انقو المشكلة. برقن كان عدا 
لأنه لم يخدع بها نسميه الضوء. لقد فهم مالم يستطع أن يفهمه كبلر؛ وهوأنه حسب قانون 
جاليليو للقصور الذاتي » الجسم الذي يدور لابد أن يتسارع في الاتجاه المقعر من مساره وبذا 
نعود إلى التفاحة الساقطة والقذيفة والقمر. 


كلنا نعرف بقية القصة ‏ استخدام نيوتن لقوانين كبلر الثلاثة . ولكن من الخطأ الاعتقاد 
أن أعمال كبلر تعرض قوانينه بسهولة . لقد كانت مثل الحرباء معروضة في إطار خداع . كبلر 
كان آخر المنتمين إلى تقاليد فيثاغورس وكان طموحه العظيم هو أن يفسر الكون كله بتجميع 
شامل للهندسة والموسيقى والتنجيم والفلك ونظرية المعرفة . أما نيوتن فكان أقل طموحا. في 
كات كبلر (111۸A) Harmony of the World‏ الذي كفل تاي 1851 
eryاMys smi‏ والذي يمشل الذروة في الهاجس الذي استمر طوال حياته لإثبات تناسق 
الكواكب السيارة (للتفاصيل راجع مرة أخرى كتاب ۷1۲۲5۸۲4۵ 17:6) نجد أن قوانينه لا مثل 
الا ا وا أمور كثيرة كانت نتاج تيار أفكاره التي لا عبدا. كان على نيوتن أن يبحث 


ما هي أفضل طريقة نتذكر بها نيوتن؟ صديقه كريستوفررين» معماري كاثيدرائية سانت 
بول ومجموعة أخرى من مبان الشهيرة كان ها بترديد الحملة «إذا أردت أن ترى اثارى: 
انر عولكه. لوكان روه حبالقول الجملة لوق اليوم » يمكننا أن نتخيل الأخير يرد ہز 
کش امانا وها ہزة رأس ماكرة إلى سبوتنيك. لونيك» بايونير وغيرها من الأقار 


1 = 
الصناعية . إل اثاره تزداد يوميا : 


١4‏ الطرق الرياضية في العلوم 


لسببين رئيسيين نبدأ هذا الجزء بالبندول العادي الذي يجعل الساعة تدق تيك توك . تيك 
توك» والذي استعمله جاليليوفي تجاربه الآنفة الذكر: السبب الأول هوأن استنتاج القانون 
الصحيح لفترة الذبذبة هو المثال الكلاسيكي لطريقة اختبار الأبعاد والسبب الثاني هو أن هذا 
القانون أساسي للتحقق من قانون نيوتن للجاذبية عن طريق تعيين « بالبندول . 


)١ - ۳ - ۳)‏ اختبار الأبعاد (Dimensional Analysis)‏ 
هذا الاختبار يضمن لنا أن القانون معقول وأن الكمية الواقعة على الطرف الأيسرمن 
معادلة ما» هي من نفس نوع الكمية على الطرف الأيمن. مثلاء لنفرض أن شخصا خن أن 

حجم الكرة يساوي 

ضورع تان 
حيث « الحجم. + نصف قطر الكرة وك ثابت . با أن ” طول إذن ثم مساحة و 2م0٠6‏ مساحة 
أكر أوأصغرمن هم حسب ما إذا كانت »© أكر أوأصغرمن الوحدة. باختصارء القانون 
المقترح ينص على أن حجياً يساوي مساحة أوأن كمية تقاس بالوحدات المكعبة تساوي كمية 
تقاس بالوحدات المربعة. أليس هذا أمر غير معقول؟ الكميات من نوعيات مختلفة . 


cf‏ = ان 


هنا كل من «و م.م تقاس بوحدات مكعبة » أي أن الكميات من نفس النوع ولذا 
. يمكن مقارنتها ببعض . القانون من النوعية الصحيحة . إذا كانت 4/3 عه فإننا نحصل 
على القانون الصحيح من النوعية الصحيحة ولكن لاحظ أننا لوجعلناء أي عدد اخرمثل 
7 فإن القانون يبقى معقولاً . القانون مع ذلك خاطىء, لدينا الآن قانون خاطىء من 


النوعية الصحيحة. يمكن تصور أن 6-16 ولكن الشيء الذي لا يمكن تصوره هو أن 
ندعي مثلا أن 
r‏ 167 = 0 


rf‏ عدن 


نوعيات مختلفة . هذا مثل المراهق الذي يقول إن عمره أربعة عشر كيلوجراماء لقد خلط بين 
: فصيلتين مختلفتان . 


اختبار الأبعاد بمثابة علم النحو المنطقي الأساسي للفيزياء . مع الأسف, الاختبار لا 
يضمن أن معادلاتنا صحيحة ولكنه يضمن كوا معقولة» أي إمكانية كونها صحيحة . جميع 
المفاهيم الديناميكية مثل السرعة» التسارعء القوة. الدفع. الشغل» كمية الحركة. الطاقة 
يمكن تعريفها بدلالة ثلاثة مفاهيم أساسية على الأكثر هي الطول والكتلة والزمن. ملا 


الطاقة الح ركية = mu®‏ - 


حيث 7# الكتلة و« السرعة . ولكن السرعة معرفة بالازاحة أوالطول لوحدة الزمن . إذا 
كانت 1 » ۸4 7 تمثل الطول» الكتلة والزمن على الترتيب فإن السرعة تصبح 


أو 2-11 ..1 


|د 


بعد الطول هنا 1 وبعد الزمن 1- . وإذا أردت زيادة فى الدقة يمكن القول بأن بعد الكتلة 
صفر ونكتب هذا في الصورة 
7-1 .0هخق L1.‏ 


0۰ الطرق الرياضية في العلوم 
ا 5 7 
ادن 0 in a‏ 
7-2 . قيرع . 12 أو )1^ (L1: M°.T‏ 
والطاقة الخركية 
)434(١ 12. 340.1-2‏ 
موی الأحرف وإهمال الرقم 3 حيث إنه يؤثر على مقدار الكمية فقط وليس على 


نوعيتها نحصل على 


17-2 14ر1 


الآن نفحص أبعاد »)١١(‏ القانون الهام في عمل نيوتن» با أن التسارع يقاس 
بالوحدات سم /ثا۲» إذن أبعاد التسارع 86 تكتب 





- أو #<1.7ارر 
كذلك 
طرى  ER E‏ 
E FF‏ 7 
أو 


LT 7® 


وهذا يحقق الاختبار. الاختبارلا يثبت أن القانون صحيح ولكنه يثبت أنه من النوعية 
الصحيحة وأنه معقول. لو أخفق الاختبار في هذه الحالة لأصبح القانون غير معقول. 


من تاريخ الديناميكا ١6١‏ 


دل فاس لقو اه إن أي كمية فيزيائية © ها أبعادها الأساسية © » 8 وا للطول 
والكتلة والزمن (ولا يوجد غير هذه الثلاثة) . بيانيا نكتب 


7 = L“MPTY. 


وإذا كانت 
ل 


0 


فإن الكميتين © وم من نفس النوعية (ليس لما نفس المقدار بالضرورة) إذا وإذا فقط كانت 
“و = ¥ B8 = B', and‏ ,م ع a‏ 
(۳ - ۳ - ۲) دورة البندول البسيط 
كالمعتاد نفترض أوضاعا مثالية ونبمل مقاومة الهواء ووزن الخيط وأبعاد الكرة . يجب أن 


تكون الكرة ثقيلة» لو استبدلنا الكرة بريشة فإن مقاومة اهواء لا يمكن إهماها. نفرض أن 
طول الخيط 1 . انظر الشكل (78-7). 





ف 


و" 
عو د 
يود" 
س ے ٠‏ بم 
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شكل (78-7) 


من 4 إلى ۸٠‏ ثم إلى 4 مرة أخرى مثل ما تفعل الساعة عندما تدق تيك توك تيك . هذه 


۲ \ الطرق الرياضية ف العلم 


الملاحظة هامة حيث الكثير من الكتب تعطي القانون لنصف ذبذبة ؛ تيك توك وبدون تيك 
التالية . 


على ناا تبه 2 ۾ علينا ا تفن لزي علا أن تعمطاء اتی قير لاس عه 


لنبدأ بها نعرفه من فيزياء الفطرة . ألا يوجد تشابه بين تأرجح البندول وتأرجح الرجل 
عندما نمشي؟ حتى في بلاد السيارات هذهء السائقون يصبحون مشاة ليصلوا إلى سياراتهم . 
ألم تتوقف أبدأ عند مفرق طريق لتلاحظ كيف يمشي الناس؟ الظاهر أن أرسطوفعل هذا 
فقد لاحظ أن هناك حدا أدنى للسرعة التي يمشى بها شخص ما. كذلك يوجد سرعة مريحة 
لكل ماش وذلك عندما يكون التأرجح طبيعيًا وغير متكلف ؛ الأرجل القصيرة تتأرجح طبيعيًا 
أسرع من الأرجل الطويلة. ألا يدلنا هذا على أن زمن تأرجح البندول يعتمد على طول 
رجله؟ . 


7 تعتمد على 1 ولكن ما هي أبسط علاقة تمكنة؟ لنفرض أن 7 تتناسب مع إحدى قوى 
/ ولتكن ء 


على أي شىء اخر تعتمد 7 ؟ هل تعتمد على كتلة الكرة؟ بالتجربةء إذا جعلنا / 
ثابتة والكرة ثقيلة بحيث تصبح مقاومة الهواء صغيرة فإننا نجد أن كتلة الكرة لا تؤثر على '7. 


هل يوجد شيء أخر؟ إذا لم يكن لدينا مجال جاذبية فإن البندول لا يتأرجح أبداً . إذن 
نتوقع أن يكون التأرجح بطيئا جدًا إذا كان محال الجاذبية ضعيفا. أليس من المعقول افتراض 


من تاريخ الديناميكا ١6‏ 


أن 7 تصغر إذا زادت ع ؟ لكن العلاقة ليست علاقة عكسية بسيطة بالضرورة ؛ إذن نفرض 
أن 7 تتناسب مع #م حيث 8 سالية . 


الخ أصبح ا اشاش لشخمين أن "7 تتناسب مم يذ ولع ولكما مرستقلة ن کله 
الكرةع أ 


T = cg 


هل أخذنا جنيع العوامل التي ها صلة بالموضوع في الاعتبار؟ حيث إننا لا نرى أي عوامل 
أخرى 5 الوقت الحاضر. دعونا نطبق اختبار الأبعاد على هذه المعادلة . 


بيانياء الطرف الأيسر من المعادلة يساوي 


Te NT 


ماذا عن الطرف الأيمن؟ ءعدد مطلق ويؤثرفي المقداروليس في النوعية ولذا نهمله. 8 
تقاس بالوحدة سم / ثا؟. وتكون أبعادها مثل التسارع 2-:1,] . 
إذن 
27-:11) *رة = 8ي*إن 


اعد و 


— [at@. T ^28 


ولنجعل القانون مستقلا عن الكثلة بشكل صريح» تكتب 


ل جايرة ب 


١ ه‎ : 


الطرق الرياضية في العلوم 
إذن يكون ل 7 و 16م نفس بعد الطول (راجع البند ))١-۳-۳(‏ إذا كان 


)0 > بج‎ + Û 


ونفس بعد الزمن إذا كان 


1= - 48 


(لاحظ أن لما نفس بعد الكتلة صفر) . من المعادلة الأخيرة نجد أن 


وهذا يعطينا 


2- و1/2 إن T=‏ 


= 
۲ 8 


9 


لقد كان تخمیننا جريئاً ولكن أسوأ ما يمكن أن يحدث هو أن نكون على خطأ ونفكر من 
جديد . لقد كان تخميننا موفقا ولم يبق إلا تحديد الثابت 6. الكثير من الباحثين في الديناميكا لم 
يفلحوا في إيجاد قانون 7. لقد أوشك جاليليوعلى حل المشكلة ولكنه لم ينجح تماماً. الحل 
الكامل يتطلب استعمال المعادلات التفاضلية. أخيرا استنتج هايجينز (5ه©هبر»71) القانون 
ولكن الاستنتاج لم يكن دقيقاً حيث لم تكن معلوماته في التفاضل والتكامل كافية لاستنتاج 


صريح وكامل . لقد ظهر أن 2 = ء. وأن القانون صحيح إذا كانت الذبذبات صغيرة . لا 


3 


يجوز مثلا أن يتأرجح البندول في نصف دائرة» ولكن عندما لا يبتعد خيط البندول عن الرأسى 
نأكف من درجات قليلة فإن القانون يعطي نتائج دقيقة للغاية وصا حة للاستخدامات العلمية . 


ادن للديدية الصغرة نخد أن 


8 T= 4 
)۱۸( 


(۲۳- -) تحديد م من تجربة البندول 
للحصول على صيغة ل م » تربع (۱۸) 


T* = 4# 8 
ظط‎ 


إذن 
5 


دورة البندول . 


ادل ب 





قياس 1 ليس مشكلة» ولكن كيف نقيس 7 بدقة؟ واضح» أننا لوأخذنا واحداً على 
مائة من الوقت اللازم لمائة ذبذبة كاملة لكان أفضل من قياس الوقت اللازم لذبذبة واحدة. 
حيث إن الخطأ في التوقيت يتوزع على مائة ملاحظة . ولتعيين عودة الكرة إلى مكان سابق 
يستحسن أن نفحصها على الخط الشعري لتلسكوب . لا يجوز وضع الخط الشعري عند ۸ 
(راجع الشكل 78-7) حيث إن مقاومة ال مواء مهما كانت صغيرة لابد وأن تقلل من سعة 


دا الطرق الرياضية في العلوم 


الذبذبة. المكان المناسب للشعرة هو 8 على الخط الرأسى المار بنقطة تعليق الكرة حيث إن 
الحركة كا نعرف من تجارب جاليليو متاثلة حوله . 


-” - 4) البندول المخر وطي 
إن تحديد الدورة 7 للبندول المخروطى مسألة مشاببة لتحديد 7 للبندول البسيط وميزتها 





شكل (۲۹-۳) 


أولاء ما هو البندول المخروطي؟ الجهاز هو نفس جهاز البندول البسيط» الفرق الوحيد 
هومسار الكرة. إذا تذبذيت الكرة على قوس دائرة رأسية فإن البندول بسيط ؛ أما إذا دارت 
الكرة في دائرة أفقية فإن البندول مخروطي . لنفرض أن كرة 8 معلقة من مسمار في السقف 
بواسطة خيط N8‏ . ولتكن © قاعدة العمود في المستوي الأفقي والمارفي نقطة البداية للكرة 
80 . انظر الشكل (۲۹-۳) . إذا بدأت 8 من السكون فإنها تتحرك على قوس من ,8 على 


من تاريخ الديناميكا 7و6 ١‏ 


الدائرة التى مركزها ۸ ونصف قطرها ,3/8 في المستوي الرأسي 7806م ويصبح لدينا بندول 
تشفط إذا أ عطيت 8 دفعة مناسبة في اتجاه أفقى وعمودي على 8.0 . فإنها تدور في دائرة 


مركزها ) ونصف قطرها BG‏ في المستوي الأفقي المارئي 207 ونحصل على بندول 


المخروطي مناسية . 


كما ذكرنا سابقا الجهازيسيط ورخيص . هذه تجربة لا تكلف شيا ويمكنك عملها إذا 
من إحراق البيت أومن تفجير السقف ؛ التجربة غير خطرة ولكنها مفيدة . 


وحتى بدون إجراء أية تجارب» نحن نعرف بعض النتائج من ميكانيكا الفطرة . لنفرض 
أن 8 تأخذ مدارا دائريا بحيث يميل 7/8 بزاوية » على ©/7 الرأسي , أي أن ۾ هي نصف 
الزاوية الرأسية للمخروط الناتج من الخيط . إذا بقى طول الخيط ثابتا وزادت » فهل يزيد 
زمن دوران الكرة 7 أوينقص؟ نستطيع أن نحس بجزء من الإجابة بواسطة عضلاتنا؛ كلما 
اقترب مستوى دوران 8 من السقف. احتجنا إلى دفع أكبر في البداية . هل يمكن أن نجعل 
8 تدورفي مستوى السقف؟ ألا تحس بالوضع؟ لاء ليس في مستوى السقف . لكي تدور 8 في 
مستوقريب من السقف نحتاج إلى دفع هائل في البداية . ألا تحس باألم في عضلاتك بمجرد 
التفكير فى هذا؟ إذا دفعت الكرة بقوة كبيرة في البداية فإنها تدور بسرعة كبيرة أيضاً. نستنتج 
من هذا أنه كلا اقتر بيت » من الزاوية ٠٠‏ فإن 7 تقترب من الصفر. إذن 7 تعتمد 


لى 


وعلى أى شىء اخر تعتمد 7 ؟ خذ حالة نبهائية . إذا كانت الحاذبية معدومة وبدأت 8 
تدور في مستوى السقف فإنها تستمر في هذا المدارحيث لا توجد قوة تسحبها إلى أسفل . إذن 
نتوقع أن تعتمد 7 على ۾ أيضا . 


١ 8‏ الطرق الرياضية في العلوم 

الآن نفرض أن » ثابتة وطول الخيط 1 يزداد. عندماتزيد1فإن نصف قطر دائرة 
دوران 8 يزداد. إذا كان الخذيط قصيراء بوصة أوبوصتين» هل تحتاج 8 إلى دفع أصغر أو أكبر 
عما لوكان طول الخيط عدة أقدام؟ عضلاتك تخبرك أن الخيط الأطول يحتاج إلى قوة أكبر . 
كلا زادت القوة. زادت السرعة . لكن هناك بعض الأشكال؛ إذا طال الخيط . زاد حيط دائرة 
الدوران. إذن إذا زادت المسافة التي تقطعها الكرة قبل أن تكمل دورة واحدة» زادت 
سرعتها. هل زيادة السرعة تعوض عن الزيادة في المسافة أم لا؟ هل تتناقص 7 مع الزيادة في ! 
أم أنها تتزايد؟ الشيء المستبعد هو أن الزيادة في السرعة مع الزيادة في 1 تعوض تماماً الزيادة 
في المسافة وتجعل 1 مستقلة عن 7 . 


باختصار يظهر أن 7 تعتمد على 7 و#وم. إذا تذكرنا قانون 7 فى حالة البندول البسيط 
وكذلك الختبار الأبعادء آليس من المعقول أن تكون الدورة في حالة البندول المخروطى من 


الصورة 
f)‏ =" 


حيث بعد (») f‏ يساوي صفرا؟ على هذا الأساس» يتضح أن الصياغة الصحيحة 
لالتعا عي :: أوجد '7 إذا علمت ه . ¢8 ] 


راجع الشكل (۲۹-۳) . واضح أن مكان بداية الدوران ,8 » ,8 ء أو و8 لا يمثل أية 
أهمية . القوى المؤثرة على 8 في البداية هي التى تؤثر فيا بعد. على أساس مبدأ السبب 
الكافي (أوغير الكافي) لا يوجد أي مانع من الحركة المنتظمة . إذن حركة 8 دائرية منتظمة . 
نتذكر ما قاله نيوتن عبن التسارع المركزي وعليه فإن 8 تتسارع مركزيا وحسب هودوعراف 
هاملتون . 
5" 


= = ىق 


F7 


حيث ١‏ السرعة الأفقية الابتدائية العمودية على 8,0 و 800 = , . 


لكن ما سبب هذا التسارع؟ #تؤثررأسيا إلى أسفل وليس ها مركبة أفقية ؛ لابد من 
وجود قوة ثانية . إذا لم يثبت المسمار /, في السقف جيدا فإنه ينحلٌ بسبب الحركة . يوجد شد في 
الخيط . إذن التسارع ۾ محصلة قوتين تؤثران على 8 ؛ 8 رأسية إلى أسفل والشد مائل إلى 
أعلى . تكمل متوازي أضلاع القوى: انظر الشكل .)٠-۳(‏ من هندسة الشكل 


BG = N‏ ومن ال ثلث القائم الزاوية “817'0. نجد 


tan a = 


® | و0 


لقد ربطنا © مبندسة الشكل . 


8 
6 
و o mt ae‏ سا E‏ سب ب 
تھے 
نے 





شكل (۳-' ( 


تذكر أن مشكلتنا الأساسية هى إيجاد 7 بدلالة » » / وبم.حتى الآنلم نحصل على ما 
نريد وهومعادلة تحتوى على 7 . ولازلنا نريد التخلص من ۷ و۲. علينا أن ندخل 7 ونحذف 


5 الظرق الرواضية ف الاه 


دائرة الدوران التى نصف قطرها + إذن 


هل لدينا الآن معادلات كافية لحساب 7 ؟ إن حل المسائل موضوع هام بالنسبة 
للرياضيين » أما تحويل المسائل الكلامية إلى قوانين فهذا مهم الكثير حتى من غير الرياضيين 
(مشل المهندسين والكيميائيين)» كل هذا يجعلنا نركز على دور معادلاتنا وكيف توصلنا إليها 
ودلك عن طريق تصنيفها كالتالي 


2 -ه تالایا ساك اا 
5 توه | من عتدسة مثلث المتجهاث 
E 211‏ 

حب يعن حيث إن ١‏ ثابتة 





كم عدد الكميات هنا؟ ست وهی 4 . ا ۾ » 198.أي منہا معلوم؟ إثنتان » و8 
ويبقى أربعة مجاهيل . يهمنا بالدرجة الأولى 7 » أما4 » ۷ و”فهى كميات مساعدة . ولكن 
ما يعر م اة فعا وهي أن لدينا أربعة مجاهيل وثلاث معادلات فقط . نحتاج إلى 
ا را 


ما هي الكميات التي نحتاجها في المعادلة الرابعة؟ في الرياضيات إن لم يكن في علم ما 
وراء الطبيعة» على المرء أن يكون واضحاً حول ما يفعله. نرجع إلى مشكلتنا الأساسية 
وهي . 


۾ £ 1 معلومة اڪ 


من تاريخ الديناميكا 1 
لاحظ أن قائمتنا السابقة بالست كميات لا تشتمل على 1 .مع أن /معطاة إلا أننا 1 


نأخذها. نراجع الشكل )٠٠-۴(‏ ونجد علاقة واضحة حتوي على 4 وهي 


. ارا‎ 
SIN ( = 1 


حصلنا الآن على معادلة رابعة تحتوي على / ولكن بدون إدخال أية جاهيل جديدة . 
أصبح لدينا أربع معادلات وأربعة مجاهيل ويمكننا الآن حساب '7. 


أنا شخصيا أعتقد أنه لا يوجد شيء أهم في تدريس الرياضيات لطلاب المرحلة الثانوية 
من القدرة على نحويل المسائل إلى معادلات . إننا نعيش في مجتمع تكنولوجي سواء أردنا ذلك 
أم لا. مع أن الطالب العادي لن يصبح رياضيا محترفاًء إلا أن جال تخصصه إذا كان قريباً من 
العلوم سيضطره إلى قراءة وفهم الكتب المدرسيةء المجلات والمقالات المليئة بالقوانين 
الرياضية . وإذا كان يريد أن يسهم في محال تخصصه. فإنه على الأقل في حاجة إلى أن يكتب 
معادلات ماثلة بنفسه . إنه ليس من طبيعة الانسان العاقل أن يبقى متفرجاً على الحياة . 


أعيد وأكرر نقطة لأنني أعتقد أن أهميتها تبر ر تكرارها: بدون أن يفهم المرء ما هي المسألة 
وماهى الأمور التى ها صلة بالمسألة وبدون ترجمتها من كلمات إلى معادلات فإنه لا يوجد 
تعليم للرياضيات . كون معظم المسائل الكلامية في الكتب الدراسية المعتادة مل وبدون فائدة 
لا بطل وجهةانظرى: طبعاً ‏ المسنائل جب أن نكرت جيدة وستتقاة بعناية.. اليس آمرأ هاما أن 
كلا من نيوتن وأويلر وديكارت فكر وكتب عن حل «المسائل الكلامية» وكتابة المعادلات» حتى 
قبل ولادة التكنولوجيا؟ 


الآن نعود إلى حساب 7. من المعادلة الثانية في االجدول. 


tan a > 02‏ م 


Bh‏ الطرق الرياضية في العلوم 


بالتعويض عن ۾ في المعادلة الأولى . نحصل على 


2 
tan إن‎ 320-77 
3 1 


نربع المعادلة الثالثة ونعوض عن عن ونجد 


8ه - 59 1 arr”‏ اع 
١ . T2 r T2 0‏ 5 





إذد و4 


72 — و‎ 
gtana 


وأشتير] من المعادلة الرابعة» 
[sin «,‏ = م 
دن 


2 ظ‎ 
1 E. [sin a 2 2 


tan 0‏ ' م 


] cos a 
9 ٤ و شرك ر حصا‎ 


(۰) T= 2r ` cos a 
من الصيغة‎ )۲١( با أن‎ 
T = o fa) 
5 
وبعدها صفر إذن هذا يؤكد تخمیننا.‎ f)»( = ۷٥٥۶» با أن‎ 


هذه نتيجة ل(: 8): عندما تقترب » من °٩۰‏ فإن » ومه وكذلك 7 تقتر بان من 
اليه , لكي تدور الكرة في مستوى السقف يجب أن تصبح سرعتها لا نهائية . الاستنتاج 


من تاريخ الديناميكا فنك 


وماذاعن الحالة النهائية الأخرى؟ إذا اقئر بت » من الصفر فإن © 05© تقترب من 
الواحد و7 تقترب من ع/۷1 27 . إذا أصبحت زاوية الدوران صغيرة جذا فإن الدورة 


تساوي دورة اليندول البسيط . سي ع عریب . 


في الختام » لاحظ أهمية البندول المخروطي لنظرية نيوتن . هذا دليل بسيط على ضرورة 
التسارع المركزي للحركة الدائرية المنتظمة والتي تمثل حالة نبائية لحركة الكواكب . راجع 
وضع الشكل )"١-"(‏ كما في الشكل (“1-7") . قوة الجاذبية ۾ المؤثرة على 8 يمكن تحليلها 
إلى القوة "279 على طول ۷8 والقوة ”80 على طول 80 ك| هوموضح بمتوازي أضلاع 
القوى. المركبة الأولى تجعل الخيط مشدوداً . ماذا عن القوة الأخرى على امتداد 86 ؟ هذه 
تعطى التسارع المركزي الضروري للحركة الدائرية المنتظمة . 
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ا 
ار 
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شكل سركي 


1١"‏ الطرق الرياضية في العلوم 
اء الرابع : سرعة اهروت 


بالرغم من العنوان. هذا الجزء ليس عن هروب المتهمين من السجون. موضوعنا أكثر 
تشويقاء إنه عن السرعة اللازمة لمركبة فضاء لكي تهرب من جاذبية الأرض . إن المتهمين كانوا 
بهربون من السجون منذ أن وجدت سجون لكي يبربوا منها ولكن فقط في السنوات الأخيرة 
تقدمت التكنولوجيا بحيث أمكن الوصول إلى سرعات عالية جدًا كافية لوضع أقمار في 
مدارات حول الأرض وإرسال صواريخ إلى القمر والفضاء الخارجي . ما كان خيالا أصبح 
حقيقة: لقد صورالوجه الآحر للقم. سباق الفضاء حل محل الكثير عا يهم العامة مثل 
الأحداث الرياضية العالمية ؛ إننا نعيش في عصر الأقار الصناعية . 


إن القذائف تطلق إلى الفضاء بشكل متزايد. الطلاب تثيرهم الصحف وأخبار الراديو 
والتليفزيون. ويريدون المزيد. الطلاب الجيدون يسألون أسئلة جيدة» أسئلة عن علاقة 
الرياضيات بالسفر إلى الفضاء. الإجابة على الكثير من هذه الأسئلة مجموعة من المعادلات 
التفاضلية العويصة, ولكن لحسن الحظ يوجد بعض المواضيع الميكانيكية القابلة لمعالحة 
بسيطة. أحد هذه المواضيع البسيطة سرعة مركبة فضائية والتى سنعالجها الآن. 


أولاء» نفرق بين سرعة الحروب والسرعة المدارية » السرعة المدارية تعني سرعة قمر في مدار 
حول الأرض» أما سرعة ال هروب فهي السرعة اللازمة ليهرب الجسم من مجال جاذبية الأرض 
للفضاء الخارجي . انظر الشكل (7-7"). أي السرعتين أكبر فى اعتقادك؟ الكثر يقولون 
«سرعة الهروب بالطبع» . هذا الاعتقاد في الغالب ليس له أساس . هل لديك دليل على 
تخمينك هذا؟ على كل حال لقد اتخذت قرارا وجب الإجابة على السؤال. حيث إن 
السرعة المدارية أسهل. سنبدأ مها . 


مخ فاريخ النينانيكى 8 


اشر وب الدورات 





شكل (7-7") 


)١ - ٤ -۳(‏ سرعة الدوران 

لنفرض أن قمرا يدور حول الأرض ويكاد يلمس أعالي البيوت . افتراض غير واقعي .. 
وخطر على أعال الأشجار . مع أننا لا نحس بمقاومة الهواء عندما نمشى . إلا أن المقاومة 
عظيعة عتدما تكون السرغة كبيرة وتعقد المسالة بشكل رهيت.. لذافإن البصيط هنا اسر 
ضروري ؛ نفرض عدم وجود ال هواء . نفرض أن المداردائرة بدلا من شكل بيضاوي وأن 
السرعة منتظمة فعلا. الفكرة الأساسية» طبعاء هي أن جاذبية الأرض تعطى القمر تسارعا 


مرکزیا. من هودوغراف هاملتون نعرف أن 


ا ب 


ما هي في مسألتنا الحالية؟ حيث إن قمرنا عند أعالي البيوت» إذن هي نصف قطر الأرض . 
ما هي 4 ؟ إنها تسارع جاذبية الأرض . لكن شدة جاذبية الأرض تعتمد على بعد القمر عن 
الأرض . بدقة أكثر. ۾ هي التسارع عند سطح الأرض . لكي نؤ كد على أن التسارع عند 
سطح الأرض نرمز له بالرمز ع8 بدلا من . إذن نكتب 


12 


ا 


C۲17 ك‎ 


ف الطرق الرياضية في العلوم 
لنكدرن أكترواقتب اا شی لسرا سار داري على اوشاع ۴٠۰‏ قوق سط 
صئيلا . وتكون سرعة الدوران عند هذا الارتفاع مووة تساوي 


V E300 ° 300‏ > مووت 


حيث 8300 تسارع الأوضن غثل ۰ كم فوق الأرض و ممن؟ 16 قطر المدار (أى e‏ 
كم بالإاضافة إلى نصف قطر الأرض) . 4 إاد وموة تصبح مسألة اتاد وف .: 


يمكن تفادي المسألة الأخيرة باستعمال قانون كبلر الثالث. وهذا بحد ذاته يؤ كد الدور 
لهام لهذا القانون في ديناميكا نيوتن . لتكن 7 الدورة عند سطح الأرض و مه الدورة على 
ارتفاع ٠١‏ كم . بها أن الحركتين دائریتان منتظمتان فإن : 


Ir. 9 


C100 0 





حيث 300 + + = مو٣‏ و٣‏ محسوبة بالكيلومترات. إذن 





و E,‏ ے2 
27300 1 1300 
| 
200" 2 1 
هنا نستخدم قانون كبلر الثالث 
ع o‏ 


ho 


من هاتين المعادلتين الأخيرتين 


#و _ م ووونا 


65 f HE 
إدن‎ 
(TY) كب /ا > موون‎ “e 
"300 
ومن الأولى‎ 
r00 13/2 _ 
aie 1300 = د‎ 2 


سنترك كتارين حساب سرعة الدوران ودورة مركبات الفضاء في المدارات التالية .٠١٠١‏ 
۰۰ ۳۰۰ و۸ كيلومترات فوق سطح الأرض . طبعا القارىء سيحرص على حساب 
فو سط دة الدوران والدورة التقريبية لأي مدارويقارن حساباته با يذاع في الراديو 
والتليفزيون ويكتب في الحرائد. 


٤ -۳(‏ -۲) سرعة امروب 

كا أشرنافي السابق» حساب سرعة الهروب أكثر صعوبة . وذلك لأن جذب الأرض 
على صاروخ متجه للفضاء الخارجي غير ثابت ولكن يتغير مع بعد الصاروخ عن الأرض . 
الجواب يعتمد على التباطؤ الآني عند كل نقطة من مساره من سطح الأرض إلى الفضاء 
الخارجي . عند حساب سرعة الدوران سوت ٠‏ استطعنا أن نتحاشى حساب هوم ؛ في 
حساب سرعة الهروب لا نستطيع تفادي الضرورة لمعرفة قيم ‏ المختلفة . نعم. المسألة أكثر 


ما هي جاذبية الأرض عند المسافة × كم من مركز الأرض؟ حسب قانون نيوتن للجاذبية » 


١‏ الطرق الرياضية في العلوم 


1/4 . حتى الآن ونحن مهتمون باثار الجاذبية » تسارع أوتباطؤ ؛ أما اهتمامنا بالسبب وهو 

قوة الجاذبية فهوغير مباشر. في المسألة التالية » يفضل التعامل مع الجاذبية في صورة القوة 
وليس في صورة التغير في السرعة الذي تسببه. على هذا الأساس نقدم هذه المقدمة 
الضرورية . 


(۳ - 5 -”) قوة الحاذبية 

لنفرض أنك تتسلق جبال القمر. حقيبة ظهرك محتوي على شرابات إضافية وقارورة 
دواء . على القمرشراباتك ها نفس المقاس والدواء لا يزال يملا القارورةء إلا أا يزنان 
أقل ؛ جاذبية القمر تساوي سدس جاذبية الأرض . مع أن الكتلة تبقى ثابتة » إلا أن القوة 
المؤثرة ليست ثابتة. وزن الكتلة أوالمادة هوقياس القوة المؤثرة عليها. إذا كانت القوة على 
قارورة الدواء وهي على الأرض تساوي رطلا فإنها تزن '/٠‏ رطل على القمر؛ في كل من 
المكانين, قارورتا دواء تزنان ضعفي قارورة واحدة. مع أن قوة الجاذبية المؤثرة على جسمين 
متساويين تساوي ضعفى القوة المؤثرة على أحدهماء إلا أن التسارعات متساوية . القوة 
ع 2 المؤثرة على الكتلة 2# تعطيها التسارع مع مثل القوة بع 720 المؤثرة على 74 ؛ 
والقوة بيع 27٠‏ الم ثرة على الكتلة 27 تعطيها التسارع بك مثل القوة برع 7:١‏ الم ثرة على 

. هذه الأفكار عن القوة» الكتلة والتسارع تتجسد في قانون نيوتن : 
القوة = الكتلة × التسارع ١5١؟)‏ 


نتذكر أن قوانين كبلر تنطبق على أقيار المشتري مثل ما تنطبق على كواكب المجموعة 
الشمسية., وكنتيجة لقانونه الثالث فإن التسارع المركزي لكل قعرمن أقياز المشترى باشب 
١‏ 


التہاء « الل كاعن لاسي هوت ست 
2 أركزء : م 2l‏ 


من تاريخ الديناميكا 84 ١‏ 


Û 


التسارع المركزي = ع 
5 > ا 
أنه يتغير من نظام لآخر. قل توس[ فتن إلى قات عام عي ابت آلا سا فيد يقن تابنا 


لجميع الأنظمة؟ . 


القوانين )۲٤(‏ و(76) تمكننا من النظر إلى الحاذبية من زاوية القوة الى تؤثر مها بدلا من 
التسارع الذى سىك . < ت هذه المعادلاات. 5 أن جادبية كوكب لعمره تاسيب طرديا 
مع كتلة القمر وعكسيا مع مربع بعد القمر. لتكن ٣۴‏ القوة المؤثرة على القمر الذي كتلته 71 
وتسبب له تسارع 8 على بعد ” من الجسم الجاذب. من (14؟) 


ل ل 


ومن (86؟) 


09 
1 
| 


|3 


لاحظ جيداً أن قوة الجذب دالة في كتلة الجسم المجذوب وبعده. 


الأرض تجذب القمرء والشمس تجذب الأرض . إنه أمر طبيعي ولكن يحتاج إلى الكثير 
من الحرأة أن نخمن أن كل جسيم يجذب كل جسيم اخر» أي أن الحاذبية ظاهرة عامة . لکن 


طرف الطرق الرياضية في العلوم 


إذا كان اسيم 4 يجذب الجسيم 8 وكل جسيم يجذب كل جسيم اخر. إذن 8 يجذب ۸ 


لنأحذ أبسط حالة حيث لدينا فقط جسيمان:” و مو والمسافة بينهما ”. انظر الشكل 
(۳۳-۳). إذا اعتبرنا” قمراً في محال جاذبية ” فإن القوة المؤثرة عليه تتناسب طردياً مع 

كتلته :77 وع عكسيا مع مربع بعده عن ۸ أي 
(۲١‏ 


TF 39 3 


7 
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شكل (۳۔-٣۳)‏ 
حسب نظرية نيوتن» الثابت ‏ يعتمد على ٣ر‏ . ما هي طبيعة هذه العلاقة؟ للاجابة 
على ذلك. نعتير '71 قمرا فى جال جاذبية ۳ . القوة ۴ المؤئرة على و من قبل 71 


تساوى 
؟ CTY Fy = c‏ 


.]مق 


حيث الثابت © مر بط محال جادنية ۴ ويعتمد على 1 فقّط . بسبب عائل الوضع › ستنتج 
أن علاقة © ب هى نفسها علاقة € ا 


قانون نیوتن حول الفعل ورد الفعل يؤ كد أن قوتى جذب جسمين يؤثر كل منهها على 
الآخر متساويتان في المقدار ومتعاكستان في الاتجاه : 


r, sF, 


TY‏ نينا 


من تاريخ الديناميكا ۱۷۱ 


إذن من (55؟) و(75”) 


cm cm" 


شم م 





إذن 


0 


“م 
771 


بها أن © تعتمد على :7 فقط. و “م على :7 فقطءع إذن الطرف الآيسر مستقل عن 7 ن 
والطرف الأيمن فستقل عن 1# تسمى القيمة المشتركة هذه السب 6: 

ع اك بو حك 

( ك١‏ 9 
وحيث 71و72 » كتلتان اختياريتان إذن ) مستقلة عن كل منبب|. عندما نعوض ۸6 -0 
و71 عد “م في Us (YT)‏ ) نيحد 


5ع 


م 


F mm’ ع‎ 


Eh m 7 


لمجالات أي جسمين 7# و /. حيث إن هذا القانون عام» نسمى © ثابت الحاذبية العام . 


لقد توصل نيوتن إلى قانون الحاذبية (۲۷) بصورة مشاببهة لما ذكرناه حول قانونه القائل 
بان تسارع الحافبية يتناسب عكسيا مع .فرع المسافة:. 


التي يمكن إهمال أبعادها . وكنتيجة لهذا القانون. استطاع بصعوبة بالغة أن يثبت أن محصلة 


ف الحقيقة. لقد اعتير نيوتن فأنونه تا للنقط المادية فقط . أي للأجسام الصغيرة 


7 الطرق الرياضية في العلوم 


جذب جسم كروي متجانس لحسيم خارجه تساوي المحصلة لوكانت كتلة الكرة جميعها 
مركزة في مركزها. إذن عندما نعالج جاذبية الأرض عند بعد معين من سطحهاء علينا أن نأخذ 


7 المسافة من المركز وليس من السطح . 


( - 4 - 54) قانون كبلر الثالث نتيجة لقانون الحاذبية 

نتذكر أن الخطوة الأساسية في صياغة قانون الجاذبية العام هي أن قانون التر بيع العكسي 
للجاذبية نتيجة لقانون كبلر الذي ينص على أن مربع دورة كوكب, '7 تتناسب مع مكعب 
نصف قطر مداره ” . الآن نثبت العكس» أن قانون كبلر الثالث نتيجة لقانون نيوتن . 


رقن أن کا وول ال في حركة دائرية منتظمة . لتكن 11 و كتلتي 


الشمس والکوکب» ١‏ المسافة بينهها و۴ جذب الأول للآخر. من قانون الجاذبية (۲۷) نجد أن 


F „ GMm 


وبا أن الحركة دائرية منتظمة » إذن التسارع المركزي يساوي 


0 


a 07 
۳ 


ومن (55). نجد أن القوة المركزية ۴ تساوي 


بقى عللينا أن تخل > من تمرف السرعة النعظمة 
23 55 (۲۹) 


ا نحذف ‏ . من )١١(‏ و(758). 


2 
: U 

Ps وج‎ > 
5 


من تاريخ الديناميكا 


بالتعويض في (۲۷) وحذف ۴ نجد 


١ 77 


2 


mn Û „ CMm 
1 ج‎ 
إذن‎ 
ري فى‎ 11 
تربع (۲۹) وبعوص عن 2ن وبجد‎ 
arr _ GM 
15 


إذن 


) 


لكن 472/1 مستقلة عن 7 وء إذن 


1 تتناسب مع 3 


وهذا هو المطلوب / 


القارىء النبيه سيلاحظ أن هذا الاستنتاج شبيه باستنتاجنا في (37-”4-7 ) والذی حددنا 
فيه دورة الذبذبة للبندول المخروطي حيث إنه يناسب المسائل الكلامية المفصلة: ماهو 


المعطى ؟ ما المطلوب؟ ما عدد المعادلات؟ 


(“ - 5 - ه) الكتلة الكوكبية 


(۳۱( 


١/5‏ الطرق الرياضية في العلوم 


حاصل ضرب © وكتلة الشمس 1 » دالة في نصف قطر المدار ”ودورة القم ر 1 . ولكنه مستقل 
عن كتلة القمر. والقانون بالطبع صحيح لأي شمس أخرى وأي قمرهذه الشمس . المشتري 
له أقهارء إذن نطبق القانون على المشتر ي وأحد أقماره. إذا كانت ” كتلة المشتري و ”7 و“1 
هما نصف قطر مدار أحد أقار المشتر ي ودورته على الترتيب فإن : 


۳٣ 


Gm = لك . 2ج4‎ 
2 
ومنه نيجل‎ 
GM 4r / T3 
Gm AIT 
أي أن‎ 


(r/r) 


(T/T) 





3 


إذن يعكن جاب تنصبة كتلة الشسدى إلى كقلة المتنشاى.. بلقل يك إن للا رضن قمر 
يمحن حساب نسبة كتلة الشمس إلى كتلة الأرض ومنه الكتل النسبية للشمس. المشتر ي 
والأرض . 


لإيجاد M‏ 3 الكتلة الفعلية 





لشمسء المعادلة (#1) لا تكفي ؛ نحتاج إلى قيمة © 
أيضاً. عندما نجعل 1= 1= 1= في المعادلة (۲۷) فإن 


إدن 6 تساوى قوة جدب وحدة الكتلة على وحدة الكتلة على بعد وحدة المسافة . إذن من 
حيث المبدأ يمكن حساب © عن طريق قياس قوة الجذب بين قطعتي طباشير. لكن الجذب 
صغير جدًا لدرجة أن تحديده يصبح غير عمل . لقد حسب © بدقة كل من الفيزيائي 


الانجليزي كافندش (06:6:4158) والأل ماني فون جولى (/!701 1/0) واخرون . کا يجب 


الاشارة إلى طريقة تعتمد على الميزان الالتوائي balance)‏ :75101 10) والمصممة من قبل 


الفيزيائى المجري يوتفوش (8:3/05) - محاضر بار وأستاذى فى جامعة بودابست . 


في الحقيقة )7١(‏ ليست صحيحة بالضبط . إنها تعتمد على قانون التسارع المركزي 

للحركة الدائرية المنتظمة وهذا يفترض أن مركز الجذب ثابت . لكن الشمس غير مسمرة في 
E e‏ ف المفضاء ؛ إنهبا 35 تحب كك عتدما تقفز في اهواء فإنك تركل الأرض وتحركها . حقا إنها 
تعر بمقدار قعل ذلقاية . إا نا شركة الق ق الع اروالق #تاول السرعة 
النسبيةء فإننا نبدل )٠(‏ بالمعادلة 

2 - 4n ت‎ 

EMTrm‏ كل 
إذن العلاقة بين 7 و”تعتمد على كتلة القمر بالاضافة إلى كتلة الشمس 1. ولكى نؤ كد أننا ل 
عطارد والزهرة مع ا لا يوجد هما أقار. يكفي معرفة, دورتيه) بدفه كافية . 


)٦ - ٤ -۳(‏ سرعة امروب 
نصل الآن إلى عنوان الجزء الرابع : تحديد السرعة الابتدائية التي يجب إطلاق صاروخ 
سپا من سطح الأرض لينطلق لون الفضاء الخارجي بدول رحعهة, سنبمل مقاومه اشواء 
كالمعتاد. نفترض أن الأرض والصاروخ هما الجسان الوحيدان في الفضاء» بحيث لا تؤثر 
على الصاروخ إلا جاذبية الأرض فقط . حتى بعد هذه التبسيطات» الجواب غير واضح 


أبدأ . 


ماذا يحدث؟ بعد انطلاق الصاروخ.» تبدأ سرعته الابتدائية في التناقص بسبب جاذبية 
الأرض . كلما ابتعد الصاروخ عن الأرض قل جذب الأرض له وتناقص معدل تناقص سرعة 
الصاروخ . لکن سرعته تتناقص باستمرار وإدا توقف أخيراً في الفضاء فإنه يتوقف لحظيًا ؛ 














۱۷٦‏ الطرق الرياضية في العلوم 

حيث إن جذب الأرض وإن كان ضعيفاً سيجذب الصاروخ إلى الأرض مرة أخرى. كلما 
اقترب الصاروخ من الأرض» زاد جذب الأرض له وأخيرا يصل إلى الأرض بنفس السرعة 
التي انطلق بها. لب الموضوع هو تحديد السرعة الابتدائية الكافية للتغلب على جاذبية الأرض 


كيف نتمكن من حساب هذا التأثير المتغير باستمرار؟ لنعود بأذهاننا إلى الحزء المتعلق 
بجاليليى لقد تعامل مع «المتغير باستمرار» عن طريق «غير المتغير» . لقد شوه المتغير باستمرار 
إلى فترات مستقرة تعقبها قفزات انية› ثم فيل سا الفئرات ومقدار القفزات حتى تقترب 
من التغير المستمر. تذكر معالجة جاليلي و لسرعة الجسم الساقط والمتغيرة باستمرار. مثل 
نيوتنء» سننظر إلى الحاذبية المتناقصة باستمرار على أا حالة نهائية لفترات من الحذب الثابت 
تتخللها تناقصات مفاحئة ٤‏ الحذب . 


كيف نحسب تأثير فترة من الجذب الثابت على سرعة صاروخنا؟ ما هي الفكرة الرئيسية 


هنا؟ نجد الإجابة في البند (۳-١-ه)‏ حول حفظ الطاقة . هناك نجد (۷) 


E. E 
gnu" = mg: H. 


تذكرأن ”0٣ج‏ هي الطاقة الحركية لكتلة تتحرك بسرعة ۷ ؛ ع هى قوة الجاذبية على 
الكتلة عند سطح الأرض ؛ 77 هي الارتفاع الذي تسقط عبره الكتلة . عندما تسقط الكتلة 
مسافة // فإن نقص الطاقة الكامنة 718.77 يتحول إلى طاقة حركية 002+ . بصورة 
أخحرى» الحاذبية تؤثر على :”7 بقوة 18 على مسافة ٨1‏ في اتجاه القوة. أي أن 718.11 هو شغل 
الجاذبية. وحيث إن الجسم الساقط يسقط من السكون فإن سرعته البدائية وكذلك طاقته 


الحركية البدائية تساوي صفراً. إذن (۷) تصبح 


الزيادة في الطاقة الحركية = الشغل المبذول في اتجاه القوة 


من تاريخ الديناميكا YY‏ 


ادا أخذنا سالسلة الأحداث في الترتيب المعاكس بحيث إن الكتلة ترمى إل أعلى 
بسرعه ابتداثية ۷ والشغل يعمل ٤‏ ا تجاه معاكس . فإن (۷) نصبح 


النقص ف الطاقة الحركية = الشغل المبذول ضد الجاذبية 


أليس هذا ما تحتاجه مسألتنا لكل من فترات الحاذبية الثابتة؟ نضيف أن نيوتن كان يعرف 
مفاهيم الطاقة الحركية والشغل ولكن لم يكن يعرف المصطلحات هذه بلطم على العكين 


GM ا‎ 








شكل (”-1؟١)‏ 


SS 7 e‏ صاروخنا. سروه يود 


صاروخ يبعد مسافة × من مركز واالش حسب قانون نيوتن (۲۷) هو 


GMm 
+ 





F = 


حيث إننا سنحتاج إلى دراسة سلسلة من الأوضاع لصاروخنا (مثل ما فعل جاليليو با لجسم 
الساقط). لذا نرمز لبعد موقع الكرة النوني بالرمز × والقوة المؤثرة على الصاروخ عند تلك 
النقطة نرمز لها ب ,1 


(۳Y) Ra E 


3 


كذلك نرمز للشغل المبذول ضد ال جاذبية من قبل الصاروخ عندما يتحرك من ,2 إلى به 


Wain بالرمز‎ 


A۸‏ الطرق الرياضية في العلوم 


حيث إن المكان الأصل للصاروخ عند الانطلاق هو سطح الأرض› سنجعل ۽ = × 
رقن اهيل اسا من مرقر الأرض ق المكآن ۸ = عد «تسعله يطلى اوا إلى 8 
وبعد ذلك إلى اللانباية) . مسألتنا هي حساب شغل الساروة ا الحاذبية عندما يتحر ك 
من + =× إلى ۸ -*. نرسم الرسم البياني لمعادلة القوة ا = ۴ وذلك بإيجاد النقاط التى 
إعسدائيانيا السينية يد ؛ و* ؛ , , .+ ج ل المطليلاك الانغاية ر رة با 


يذه النقّاط 5 ٤‏ الشكل (۳- ۳( . 








شكل ("-ه ؟) 


ما هو شغل الصاروخ ضد الجاذبية عندما يتحرك من مه إلى ,× ؛ أي ما هو , ,770 ؟ 
الممسافة من م× إلى × هي (م» - ر») والقوة الابتدائية م۴ . لوبقيت هذه القوة ثابتة 
لأصبح الشغل Fox - xo)‏ + لكتنا نعلم أن القوة الحقيقية تتناقص باستمرار. واضح أن 

Wo,ı > Fo(*ı 7 o) 
القوة 7 تتناقص من 20 إلى بير ؛ أقل قوة تبذل هي |1 وتبذل للحظة فقط . واضح أن‎ 
1) ^ xo) > 70 
نجمع هاتين النتيجتين ونحصل على‎ 
Fı (xı - xo) > Wo,ı > Fo(*ı - *o) 


بنفس الطريقة نقدر الكميات وكا 3 Wa‏ 8 ا وام جع ع 


من تاريخ الديناميكا ۱۷۹ 


لت و3) Wı,s > F;‏ > له - (xg‏ و1 
[ ونع ع 1 کو اا صما د 


EE WM iF‏ ا يا ل ل 8 ل 8 ت ir‏ 8 ىا 9 8 4 ل 8 1 لي ل ل ا ا 


إذا جمعنا هذه الكميات» على ماذا نحصل؟ 


ما هوالتفسير المندسي للكمية 0< = *), ؟ إنبا مساحة المس 
( مه - × ) وارتفاعه 234/2 » والمظللة في الشكل ("-ه”) . باشل (ر× - )ير 
تمثل مساحة المستطيل الذي قاعدته × - ي*) وارتفاعه ر۴ . باختصار, مجموع عناصر 
الأطراف اليسرى في اتر اجحات يساوي مساحة المستطيلات التى تحت المنحنى . لتكن ,1 
مساحة هذا السلم الداخلى والذي عدد درجاته ” . وما هوالتفسير ال همندسي للكمية 
(م× - ,2)و ؟ إنها مساحة المستطيل الذي قاعدته (مه - ,*) وارتفاعه ہ۴ . بنفس 
الطريقة» نجد أن مجموع الأطراف اليمنى للمتر اجحات يساوي مساحة المستطيلات التي 
تحتوي المنحنى *×+/" G1‏ - . لتكن ,0 مساحة هذا السلم الحارجي ب من 
الدرجات. نجمع ونحد أن 





1 الذي قاعدته 


1 2 Wag Wg Wag TIE < On 


n — 1l, 5 


(4) LE WE, 


حيث 17 الشغل الكلي للصاروخ ضد الجاذبية عندما يتحرك من ,+ إلى × ؛ أي من =× 
إلى ۸ .x=‏ 


مادا حدث عندما يتزايد عدد الأماكن ؟ تتزايد درجات السلم ويقد رب السلم الداخلي 
من السلم الخارجي لعن «آقييما اكد عدديا کار فان الفرق بين ,1 و ,0 يصبح صغیرا 


1۸۰ الطرق الرياضية في العلوم 


للغاية؟ وكذلك واضح أن 
,۵ > المساحة تحت المنحنى > با 2١‏ 


ماذا نستنتج من )۳٤(‏ و(8)؟ نستنتج أنه عندما تكبر بصورة كافية فإن ۷ والمساحة 
تحت المنحنى تقتر بان من بعضهما؛ أي أن 
الشغل ضد الحاذبية = المساحة تحت المنحنى من + إلى ۸ 
إذن مشكلة حساب الشغل 17 تتحول إلى حساب المساحة تحت المنحنى . 


نتأمل مرة أخرى (54) و(ه) . هاتان المعادلتان من الصيغة 
W = [area].‏ 
الطريقة هى أن : نحسب ل ونضغط . 
أولاء نحسب × . المتراجحة )۳٤(‏ تمثل مجموع متراجحات مثل 
Wai < Fol ™ 3o‏ > زود Fy‏ 
في البدايةء هل يمكن إيجاد × تحقق 
Fı(*ı 7 xo) > Xı > Fo(*ı - *o)‏ ؟ 


إذا أمكن هذا وأمكن إيجاد × Foie RÎ‏ لن مقن إلا الجمع والحصول 


على بار خا ۔ ۴ يعر کک 
ما هى ‏ ؟ تذكر أننا نتعامل مع المنحنى 


e‏ وا 
من (۳۳) 5 


Fr = GM‏ وكذلك GMm‏ = ل 


2 





من تاريخ الديناميكا ۱۸۱ 
إذن 


010110 
2 


20 








R= (xı - xo)‏ فى ا 0 = = × - )ث1 
1 


ما هي الكمية التي تقع بينهي|؟ دعونا نكتب الأطراف اليمنى في هذا المعادلات : 


XX < 


0 








| شد ou)‏ و )5 


ال 
21 | 


[GMm (x, — xo) ] 3 و‎  [GMm(x, — xo) ] ف‎ ! 


1 آ 
ا | xo)‏ - ,)لق ]| 


المشكلة الآن إنجاد ۲ بحيث 


| 
سم | ب 
ب | وإ 


في هذه المرحلةء المرء يحتاج حظا بالإضافة إلى إحساس بالشيء المناسب. أليست 
الصياغة التالية أفضل؟ أوجد ر تحقق 


* 


0" 


< < 


دیک 
سم | dt‏ 


1۸۲ الطرق الرياضية في العلوم 
لنفرض أن / هذه موجودة ؛ إذا 


1 1 1 1 
E 2 8‏ وسكت 
x0 x ¥‏ ل 
إدن 
E‏ هي SF‏ 
وحيث إن الكميات موجه ع 
Xo < 17‏ ف 2 4<4 
أى أن 
Xo <Y > *%‏ 


)7( 
هذه الخطوات يمكن عكسهاء إذا حققت ( الشرط الأخير فإنها تحقق جميع الشروط السابقة . 


هل يمكن الحصول على :زهذه؟ إنئا نعلم أن 


Xo < 2‏ 
وتوفرالمربعات يوحي بإدخال 20 و 2 . بضرب هذه المتراجحة في و× ثم في :* . 
30 > مم2 و 51351 > رر 
أي 
غم © Roms‏ 
إذن 


xo < Vox < * 


من تاريخ الديناميكا A‏ 
إدن 
ودلا = پو أو رمد = و تحقق الشرط (5”). 
باختصارء حيث إن × > 0 و × محققان 
1 


1 1 
شا as‏ عب 
5 الراك | Xî‏ 


GMm (x - xo) ت‎ GMm (xı ¬ xo) 9 GMm (xı ¬ xo) 


4 20 3 
أي‎ 
Fı (xı ¬ زو‎ < cum ( (وه - :)وق > [ حب - ل‎ / 
| ١, 01 20 
أى أن‎ 
Fı (xı - xo) > cum | 2 _ 2) < Fo(*ı ¬ *o) 
. 0 21 ظ‎ 


بالطب » يمكن عمل نفس الشيء بالنسبة للفترات التالية . التمط واضح ونخصل على 


ټ OF HH 2 MND FD HDF HH HMH EK E E i f‏ جح YG‏ !اج م E‏ رار ا اليا 
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بالجمع نحصل على 


لك < 


| الى 


2 > 4, 
1 


(۳۷) < cum( ل‎ - >) < o, 


FI 


سید 


لاحظ كيف اختفت جميع الكميات ×ما عدا الأولى في الفرق الأول والأخيرة فى الفرق 


المعادلة (۳۷) تعطينا * ؛ لنكمل الطريقة بقى أن نضغط ,1 و,0 إلى بعض . إذا 
كانت ” كبيرة بشكل كاف فإن الفرق بين مساحة السلم الداخلى والسلم الخارجى للمنحنى 


يصبح صغيرا بقدر ما نريد. ومن (۳۷) نجد أن المساحة بين وR‏ = )2 - £ )6 
بز 


إذن 
TE‏ 5 
W GMm | : >)‏ 
وب) أن 
النقص في الطاقة الحركية = الشغل ضد ال جاذبية 
lk.‏ 1.9 
ادن ) 8 5 ( gmp" = cum‏ 





5 


من تاريح الديناميكا 1۸0 


حيث « السرعة الابتدائية للصاروخ لكي يصل إلى نقطة في الفضاء الخارجي تبعد ۸ عن 
مركز الأرض قبل أن يبدأ في العودة إلى الأرض . لكى يستطيع ال هروب تماما يجب أن نأخذ ۸ 
لا نبائية الكر اصح ضفرا دق سوعة أظروف© تساوق 


(۳۸) 





لقد حللنا مسألتنا . بحل هذه المسألة تغلبنا على طريقة التكامل وليس فكرته الأساسية . 
لقد استعملنا الطريقة القديمة والتى تعود إلى أرخميدس نفسه . لحساب المساحة المطلوبةء 
احتجنا إلى الكثير من الحظ. بحساب التكامل تصبح هذه المسائل روتينية وأقل إثارة . امل 
أن تستعمل هذه الطريقة لتمهيد طريقك إلى حساب التكامل . ركز على المفاهيم الأساسية : 
المساحة تحت منحنى » تقريبات متتالية والمتراجحة الحاسمة . 


٤ -(‏ - ۷) نسبة سرعتي الهروب والدوران 
أهما أكبرء سرعة المهروب أم سرعة الدوران؟ في بداية هذا الجزء طلبنا منك أن تحدد 
رايك» الآن نستطيع أن فا ]كدت غا 
سرغ الف ورات عا متوق أغال الت سار 
7ل / = 0 
و" كتلة الصاروخ و 1 كتلة الأرض؛ بقانون الجاذبية (۲۷) نجد 
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ربما أنه واضح أن سرعة الهروب أكبر من سرعة الدوران ولكنه غير واضح أنها أكر 
بمقدار ۷2. 


لقد رأينا كيف ربط نيوتن حركة التفاحة الساقطة, القذيفة والقمر بقوانين كبلر ومن هذا 
اهتدى إلى قانونه بخصوص الجحاذبية العامة ونظرية الديناميكا. أليست الأقار الصناعية 
(لونيك» سبوتنيك» بويونير. . . ) شواهد على عبقريته؟ 





التفكير الفيز ياني في الرياضيات 


ماذا عملنا حتى الآن؟ في البداية ناقشنا القياس وخصوصاً في علم الفلك ؛ ثم مواضيع بسيطة 
ولكن شاملة اخترناها من تاريخ الاستاتيكاء وأخيرا اكتشافات عظيمة من تاريخ الديناميكا 
والكثير منها يعود إلى النجوم . لقد رأينا بعض الشيء عن الدور الذي تلعبه الرياضيات في 
تطور العلوم ؛ وأن هدف الفيزياء هوتركيز معرفتها في قوانين رياضية وكا قال جاليليو كتاب 
الطبيعة مكتوب برموز رياضية . 


مع أنه لا يمكن إنكاروجهة النظر هذه إلا أنها متحيزة. طبعاً الرياضيات تساعد 
الفيزياء. ولكن يجب ألا نعتقد أن المساعدة دائما تنزل من الرياضيات إلى الفيزياء ؛ إن نهر 
الفكر ذو مد وجزر. هدفي في هذا الفصل هوأن أشرح كيف تساعد الفيزياء الرياضيات . 


ن أعط س ال فاضا هنا» حيث إنهبا موجودة ف كتابي: 


Mathematics and Plausible Reasoning‏ . ال جزء الأول - صمحة ۱۹۷-۱٤۲‏ ويمكن 


AY 


لفقل لاس 


الهعاد لت التفاضلسة واستقدابها فى العلوم 


نفترض أن القارىء ملم بمبادىء حساب التفاضل والتكامل» ولكن الإلمام بنظرية المعادلات 
التفاضلية ليس ضروريا. سنشرح فيا بعد ماهية هذه المعادلات وكيفية معالجتها وذلك عندما 
تظهر بصورة طبيعية في مسائل فيزيائية. سنرى حينئذ أن المعادلات التفاضلية مفيدة في 
العلوم . لا نستطيع أن نفهم كيف ولماذا هي مفيدة قبل أن نستخدمها. 


الجزء الأول : أمثلة أولية 


)١-1١- 5(‏ السائل الذي يدور 

قطعة أو اثنتان من السكر؟ قليل من الكريم؟ كلنا شاهدنا سيدة تشرب الشاي . ماذا 
يحدث؟ كلا حركت الشاي بسرعة أكر» ازداد ارتفاعه على جوانب الكوب . إذا حركته 
بسرعة فإنها تريق الشاي وتخرب على نفسها هذه المناسبة » كوا يحتوي على مشكلة لما ولنا 
أيضا. مشكلتنا قابلة للمعالجة الرياضية : ما هو شكل سطح الشاي الذي يدور؟ . 


لنبدأ بسائل في حالة السكون. كلنا قد رأينا سطح الماء المستوي إذا لم مبز أحد الطاولة . 
السطح يظهر أنه مستوتهاما ولكن بعد التمعن قليلا نجد أنه ليس أفقيا تماما: إنه ينحني إلى 
أعلى بشكل طفيف عند الأطراف بسبب التوتر السطحى . إذا استبدلنا الماء بالزئبق فإن التوتر 
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۱۹۰ الطرق الرياضية في العلوم 
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شكل (ه١)‏ 
السطحي يبعل سطح الزئبق ينحني إلى أسفل عند الأطراف . هذه الظاهرة ترى بوضوح في 
بارومتر الزئبق . انظر الأشكال (ه-١«أ2)‏ و(ه-١«ب)).‏ النقطة التي ذكرناها مرات كثيرة هي 
أن الرياضيات أداة فعالة في التعامل مع الحقيقة الملموسة وذلك بكونها مادة مفاهيم . لا 
نستطيع التعامل مع الحقيقة المباشرة بكامل تعقيداتهاء بل يتحتم علينا أن نفترض أوضاعا 
مثالية . لذا فإننا نهمل ظاهرة التوتر السطحي . ونفترض أن سطح سائل ساكن يقع بكامله في 


بدلا من الشاي الذي تحركه السيدة» دعونا نلاحظ التجربة التالية . نثبت كأسا مملوءة 
إلى نصفها باء ملون على ماكينة الطرد المركزي بحيث تدور بصورة منتظمة حول محور 
رأسي . في مركز الكأس ينخفض الماء وعند المحيط يرتفع . إذا زاد الدوران» ارتفع الماء بصورة 
أكبر عند المحيط وانخفض أكثر عند المركز ويتكون تجويف أعمق . انظر الشكل )١1-5(‏ . هذا 
الشكل يوضح مقظعا في مستوراسى. يم رفي خو ر الدوران.. بالسائل الملون لا توجد أية مشتكلة 
في رؤية سطح السائل ؛ المشكلة هي إعطاء وصف رياضي دقيق لشكل السطح الذي يدور. 


يوجد وصف تقريبي اخروهوأن شكل السطح نصف كروي هذه الملاحظ تقودناإلى 
مفهوم السطح الدوراني . لوكان نصف كروي » ما هومقطعه؟ مقطعه نصف دائرة مثل أي 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم ١155‏ 





سطح السائل وهو يدور 


شكل (1-5) 
مقطع اخر؛ السطح الناتج عن دوران نصف دائرة حول نصف قطرها المركزي يساوي نصف 
كرة . بنفس الطريقة » دوران دائرة حول أي قطر ها يولد كرة . الحالة الشيقة هي الشكل الذي 
ينتج عن دوران دائرة حول مستقيم لا يقطعها. الشكل الناتج حلقة أوخاتم (5م:0)) كما في 
الشكل (ه-") . 


بها أن نصف الكرة والكرة والحلقة مجسمات تتولد من الدوران فإنها تدعى مجسمات دورانية 
وسطوحها سطوحا دورانية . لكي نحدد سطحا دورانيا يكفي أن نعرف شكل المنحنى الذي 
يدور وموقعه بالنسية إلى محور الدوران . 


نعود إلى سطح السائل الذى يدور. عندما تدور أجزاء السطح المختلفة أمام أعيننا فإننا 
لا نلاحظ أي تغير في الشكل ولا نتوقعه من مبدأ السبب غير الكافي . يمكننا إذن أن نتصور 


١4 *‏ الطرق الرياضية في العلوم 


السطح الدائر على أنه سطح دوراني يتولد عن منحنى لأي مقطع يمرمن محور الدوران . 
الملقاطع الأخرى تعطى نفس المجسم . إذن لكي نحدد سطح السائل الذي يدور يكفي أن 


نسمي المنحنى الذي يولد السطح خط زوال السطح (1/6710167) . هذا المفهوم مفيد إذا 
فهم الفهم الصحيح . فائدته تظهر من أصل الكلمة . الأصلى اللاتينى 7714165 (؟uزل»”‏ 
وسط + 4165 يوم ) وتصبح بالفرنسية :7:44 وتعني الظهر. الناس الذين يكون الظهر عندهم في 
نفس الوقت يعيشون على نفس خط الظهر أوخط الزوال. تكون الشمس في كبد السماء, اثنا 
عشر بالتوقيت الشمسي » في نفس الوقت في مدينتي سان فرانسيسكو وسياتل . ولكن وقت 
الظهريأتى في مدينة نيويورك قبل ثلاث ساعات . أهالى نيويورك يعيشون على خط زوال 
آخر. خط الزوال هوأية دائرة كبرق تصل القطب الشالى بالقطب الجتوين وهذا المتختى يرد 
سطح الأرض الكروي عندما يدور. 





المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم ۹۳ 

النتيجة. هي أن مشكلتنا تصبح إيجاد معادلة خط الزوال. كيف نعمل هذا؟ نبدأ 
باستعال نظام إحداثيات متعامدة. أين نضع حاور الإإحداثيات؟ طبيعي أن نجعل محور ر 
محور الدوران الرأسي . على هذا الأساس» محور ×يصبح أفقيا. وماذا عن المركز 0؟ لدينا 
محال للاختيار» إذا لاحظنا أن عور الدوران يمرفىي مركز التجويف فإنه يفضل أن نجعل ٥‏ عند 
هذه النقطة المركزية » انظر الشكل (ه-؟). لاحظ أنه مع أننا ير ون في اختيار مكان حور ر 
وكذلك مخير ون في وضع المركز 6 على المحور رء إلا أن هناك اختلاف بين هذين الخيارين . 
البديل الآخر للنقطة ه والذي لايعتبر غير طبيعى هو نقطة تقاطع عور الدوران مع السطح 
الأفقي الأصلى للسائل. ولكن ما هو البديل لمحور ر؟ حقاء نستطيع أن نجعله حافة الإناء 
ولكن هل هذا بديل حقيقي؟ هل يرضينا حقّا؟ مع أنه مكن من الناحية المنطقية» إلا أنه 
ممقوت من الناحية الفيزيائية. القارىء الذي يجد هذه الفكرة بعيدة الاحتمال». يفتقد 
الاحساس با هومهم من الناحية الفيزيائية . سنأخذ المحاور المتعامدة كما في الشكل .)٠-٠(‏ 


لقد أصبحت مشكلتنا محددة بشكل أكبر : إيجاد معادلة خط الزوال بالنسبة هذه 
الاحداثيات. مع أن هذا هواهتهمنا المباشرء يجب أن لا ننسى هدفنا الأكبر . تذكر أن هذه 
المحاضرات تأتى تحت العنوان «الطرق الرياضية في العلوم»؛ هدفنا الرئيسي هو أن نتعلم 
كيف نطبق الرياضيات في الفيزياء . 


وراء هذه المسألة الخاصة نريد أن نرى شيعا أعم وأشمل ‏ وهوموقف العام الذي 





لحل مشكلة مثل السائل الذي يدور يوجد ثلاث مراحل . المرحلة الأولى فيزيائية كلها أو 
معظمها؛ الشالشة رياضية والمرحلة المحوسطة تكون انتقالية من الفيزياء إلى الرياضيات . 
المرحلة الأولى صياغة الفرضية الفيزيائية أو التخمين ؛ الثانية ترحمتها إلى معادلات ؛ الثالثة 
حل المعادلات . كل مرحلة تتطلب عملا خاصًا وموقفاً مختلفاً. لكي نوضح هذه الملاحظات. 


1 الطرق الرياضية في العلوم 

المرحلة الفيز يائية 

الكتب المدرسية في الرياضيات تعطى مسائل جاهزة الصياغة . إذا كان الهدف من هذه 
المسألة تعيين مجهول فإن الكتاب يعرض بوضوح المعطى والشروط التى نحدد بها المجهول . 





لکن للا الآن شكلة فيزيائية. نريد إيجاد معادلة منحنى الزوال الذي يولد سطح 
السائل الذي يدور. هدفنا هو هذه المعادلة وهذا واضح . ولكن ما هو المعطى؟ ما هو الشرط؟ 
إننا نرى السائل الذي يدورولكن مشاهدة الظاهرة لا تعطينا أي شيء . علينا أن نأخذ ما 
نحتاج» وخصوصاً علينا أن نستنتج المفاهيم والعلاقات التى نحدد منها المجهول. 


آنا لا أفترض أن القارىء يعرف علم الموائع . على العكس . إذا كان يعرفه. عليه أن 
يتظاهر أنه قل نسيه . إذا واجهنا أي جانب من الحقيقة المرئية فإننا لا نكون في حالة علم كامل 
ولا جهل كامل» مع أننا في أغلب الحالات أقرب كثيراً إلى الحالة الأخيرة . إذا تعاملنا مع 
هذه المشكلة ونحن لا نعرف أونتظاهربأننا لا نعرف النظرية العامة التي تعالج مثل هذه 
ا حالاات فإن فرصتنا أكير في فهم موقف العالم عامة وخصوصا عمل المتخصص فى الرياضة 

سأفترض أن القارىء ملم إلى حد ما بمبادىء ديناميكا النقطة المادية. إذا عجزت عن 
المسألة الأصلية» حاول أن تحل مسألة أبسط ومرتبطة مها. لاذا يظهر التجويف في سطح 
السائل الذي يدور؟ لماذا يكون السطح أفقيًا عندما يكون السائل ساكنا؟ (سنهمل التوتر 
السطحي) . خذ جزءاً من السائل الساكن» جزءا صغيرا جدًٌا يجاور سطح السائل الأفقي . 
إنه في حالة سكون لا يتحرك. ومع ذلك فإن وزنه يجذبه إلى أسفل . ما الذي يعادل الوزن؟ 
يجب أن تكون قوة تؤثر رأسيا إلى أعلى وعمودية على سطح السائل الأفقي ولا يمكن أن 
تكون غير محصلة الضغوط الناتجة عن أجزاء السائل المجاورة . نستنتج أن محصلة الضغط ۸ 
عمودية على سطح السائل . 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم ۱۹٥‏ 


سطح السائل عند النقطة 2. هذا الجزء يدور بانتظام ٤‏ دائرة أفقية . تحن نعلم من الديناميكا 
أن هذه الحركة الدائرية المنتظمة تحدث إذا كانت الكتلة الدائرة تحت تأثير قوة مركزية ثابتة 


القيمة وانجاهها إلى مركز المسار الدائرى . كيف تظهر هذه القوة المركزية؟ 


من الطبيعي أن نفترض أن القوة المركزية محصلة القوتين اللتين تؤثران على جزء 
السائل : الجاذبية رأسية إلى أسفل والضغط ۸ عمودي على سطح السائل والناتج عن أجزاء 
السائل المجاورة. انظر الشكل (5-85). 





شكل (5-؟) 


لقد توصلنا إلى فكرة فيزيائية أساسية قد تفسر الظاهرة . نعم » تمكن أن تكون تفسيرا 
ولكن هل هي تفسير فعلا؟ السؤ ال له ما يبر ره ولكن دعونا نؤجله الآن. لنصيغ تفسيرنا 
بصورة أفضل وأدق . لقد أكملنا الآن المرحلة الفيزيائية الأولى من دراستنا وعلينا أن نبدأ 
المرحلة التالية والتي تعطينا الصياغة الرياضية للفكرة الفيزيائية التي توصلنا إليها . 


١5‏ الطرق الرياضية في العلوم 
الانتقال من الفيزياء إلى الرياضيات 
رياضيًا . 


لتكن 7# الكتلة ونا السرعة الدائرية المنتظمة لجزء السائل ۶ عند النقطة ((ز,:) على خط 
الزوال. ما هي المسافة بين 7 وحور الدوران؟ إنها الاحداثي السينى ×. وبا أن الحركة دائرية 
منتظمة . إذن التسارع الإقري اوق يكب . ووت إن 


E ل‎ 





الفحوةاء الج ج x‏ التسارع 

فإن القوة المركزية المؤثرة على 7# تساوي فلك وقوة الجاذبية 8 حيث ع كالمعتاد ترمز 
لتسارع الجاذبية. إذن بالإإضافة إلى معرفة اتجاهات القوى الثلاث المؤثرة على 2 كما في 
الشكل (5-8) فإننا نعرف قيمة قوتين منها. زيادة على ذلك القوة المركزية هي حصلة 
القوتين الأخريين . هذه هي النتيجة الأساسية من المرحلة السابقة . لكي نوضح العلاقات بين 
هذه القوى الثلاث ما علينا إلا أن نكمل متوازي الأضلاع الذي تكون القوة المركزية قطراً فيه 
وقوة الجاذبية ضلعاً. يكفي ملاحظة أن ©7 يجب أن يوازى ويساوي 48 كا فى الشكل 
8ه 


ع 
a‏ 





شكل (ه-ه) 
ماذا بعد ذلك؟ فرضيتنا الفيزيائية هي أن شكل خط الزوال يحقق الوضع الموضح في 
ل شكا (0-0) . كيف نحصل على معادلة خط الزوال من هذه الشروط . واضح أنه يتحتم 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم ١41‏ 
علينا الاستفادة من هندسة الشكل ونأخذ فى الاعتبار إحداثيات النقطة ۶. ولكن واحدة فقط 
من الكميتين ”7 وي تحتوي على ×وكلتاهما لا تحتويان على .ربا علينا أن نعزي 
أنفسنا بأن نصف رغيف أفضل من لا شىء . على كل حال علينا أن نستفيد من ف 
لكي لا نفوت فرصة الول على عاق شرن رز الأب سياه سيول سي 
تأتي ”مع ×. إنه لشيء محجل لوظهر أن المنحنى يعتمد على كتلة أجزاء السائل . محجل لأن 
الكتلة تعتمد على الحجم وفرضيتنا هي أن أبعاد أجزاء السائل عند 7/ صغيرة جدا ويمكن 
إهماها . علينا أن نحتفظ ب × ونتخلص من ". 











2 
كيف نتخلص من 7#؟ راجع الشكل (ه-ه). خذ المثلث 487 . إن نسبة س 
إلى ع" مستقلة عن 71 . ألا يوحي هذا بأن الظل أوظل التمام للزاوية 4 قد يكون مفيدا 
بالنسبة لنا؟ لقد أهملنا حقيقة هامة اكتشفناها في المرحلة الفيزيائية وهى أن عمودية على 


خط الزوال وهذا يعنى أن ۸ عمودية على الاس عند 7. 





)٦-٥( شكل‎ 


دعونا نستخدم الماس الموضح في الشكل (ه-5). با أننا حير ون في اختيار أي مقياس 
رسم لمدوازي أضلاع القوى فإنه يستحسن أن نجعل 8 (وينتج أن © أيضا) على المحور /ز. 
تأمل الشكل (5-5) . نفرض أن المماس عند ۶ يقطع محور ×في زاوية + ويقابل حور لرعند 0 


١‏ الطرق الرياضية في العلوم 


وليكن 05 موازياً ل016. ینتج أن + = 505 . وبما أن الزاويتين 020 و0605 قائمتان 


فإن كل من الزاويتين 007 و05 تتمم 007 .هذا يعنى أن م = 40 . إذن 


2/ 5 
1 38 


إذن 


(1) tan + = 


هذا نجاح جزئى حيث حصلنا على معادلة في المتغير ×. 


اسان ق ساب الاق ل ر ان الک الأز .__ 22 فسا ميل لای لل 
()/-« عند النقطة (رز,:). وحيث إن + هي الزاوية التي يعملها المماس عند / مع حور ×» 


dx 





dy 
3 = tan 7T. 
)١( إذد من‎ 
س _ لا"‎ 
00 dx 7 x 


الطرف الأيسر من هذه المعادلة يحتوي على × وبروإن لم يكن على الطريقة المعتادة كا في 
الجير . 


هناك جوانب أخرى للمعادلة (؟) تدع و إلى التفكير . لنفرض أننا ننظر إلى السائل 
الذي يدور من أعلى . ماذا نرى؟ إننا نرى سطح الدوران كمجموعة من الأجزاء التى تدورفي 
دوائر متمركزة حول 0 (لاحظ أن المحور رمن أعلى يظهر كأنه نقطة) . كل الأجزاء التي في 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم ۱۹۹ 


نفس المستوي الأفقى تدور بنفس السرعة ولكن كلا ارتفع المستوي ازداد نصف قطر الدوران 
× وازدادت كذلك السرعة «. بمعنى آخرء « دالة في *. لكن ما هو الشيء امام هنا؟ إنه كون 
كل جزئين على خط الزوال يدوران مع خط الزوال. الوضع هنا يشبه طرفي عقربي الساعة 
اللذين يدوران ليبقيا مع بعضه| البعض . انظر الشكل (5-/7). أثناء دوران إحدى النقطتين 
حول 0 من بم إلى بي ؛ تدورالأخرى حول 0 من رم إلى ,م . النقطتان تدوران 


فسن السرعة الزاوية. 





شكل (ه-7) 
كيف اتيس السرعة الزاوية؟ تقول إن نقطة بنا سرعة زاوية نه ذا قظعت قوسا ده زاوية 
قياسها س راديان في دائرة الوحدة في وحدة الزمن. نستعمل الحرف اليوناني س (أوميغا) حيث 
إنه الرمز الشائع في مثل هذه الأمور. قد يتبادر للقارىء أنه ب أن دقة الساعة تعتمد على 
معدل دوران عقاربها وليس على أطوال هذه العقارب إذن أوميغا اسم مناسب لشركة تصنع 
الساعات . 


لنفرض أن 1 = ,08 » × = ر0۴ وأن نقطة تسير على القوس كك في وحدة الزمن 
بسرعة زاوية تساوي ب بينا الأخرى تسير على القوس P,P;‏ بسرعة «. نستنتج أن 


0 = و°ےP‏ ر بن = P,P‏ 


e‏ الطرق الرياضية في العلوم 
ولكنه واضح بالبديبة ‏ ومن نظر لاقليدس - أن أطوال ن ی ی 
أقطارها . إذا 


ع | سم 
| إن 


و 


(۳) U = Wx. 


يبقى أن نلاحظ أنه بيا أن عقربى الساعة متزامنان فإن كلا من النقطتين لما نفس السرعة 


الزاويةء وعليه فإن النقطة التي سرعتها ۷ ونصف قطر دورانہا ×تدور بسرعه زاو به تساوي نا ٠‏ 





0 ۴۳) والتعویض فى 9؟)ء نجد أن dy‏ 1 
بر چم ر )ق يمن ي (1)ء تنجد ال 06 02 
ذه _ 00 05 
ب ظ 


ما هي نتائج هذه المعادلة؟ إذا كانت هه ثابتة (طبعاً ع ثابتة) فإن جه / هل تزداد أوتنقص إذا 
زادت أونقصت × ؛ ولذا فإن سطح السائل يكون أكثر انبساطأ بالقرب من المحور برلأي 
سرعة دوران ثابتة . ولاحظ أيضا أن بل / ىك تزداد إذا زادت س وبقيت ×ثابتة . إذن المعادلة 
)٤(‏ تقتضي أن جوانب التجويف تصبح أكثر انحداراً كلما زادت السيدة في تحريكها للشاي . 
إذا لم حرك الشاي فإن0 = س ويصبح سطح السائل أفقيا. هذه النتائج تطابق حقائق واضحة 
وهذا يزيد من ثقتنا في المعادلة (4 ) وأنها تحدد شكل خط الزوال للسائل . ولكن حسب »)٤(‏ 
خط الزوال يعتمد أيضا على 8. لونقصت 8 إلى سدس قيمتها الأرضية فإن انحدار خط 
الزوال يزداد ست مرات . مع أننا حتى الآن لا نشرب الشاي على سطح القمرء وأي تغير 
كبير في م يخرج عن تجاربنا العادية إلا أننا نعلم أن الشاي يراق بسهولة عند تحريكه على سطح 
القمر. أدلتنا قوية ولكنها ليست قاطعة . إننا نميل إلى قبول صحة المعادلة (4) . 

يمكننا أيضاً أن نفحص المعادلة عن طريق تحليل الأبعاد. يفضّل أن ننظرإلى الكميات 
المختلفة عن طريق وحدات قياسها. تأحذ السنتيمتر والثانية كوحدات الطول والزمن أما 


المعادلات التفاضلية واستخدامها ف العلوم ء؟” 


الكتلة فغير واردة هنا. تذكر أن السرعة الزاوية تقاس بالراديان في وحدة الزمن . وحيث إن 
قياس الراديان للزاوية المركزية يساوي طول القوس المقابل للزاوية فافسههاً على نصف قطر 
الدائرة» إذن فهو(مثل الميل) نسبة طولين وبعده صفر. 


EE tan 7 ees = 1 1 


وعليه فإن أبعاد الطرف الأيسر للمعادلة (4) تساوى صفر. 


7 
= ۲ > ا‎ = T72 


> لن 


سم | بد 


tm L ا‎ 
sec 1 


دن 
1[ 2 


LT 1 = 1.‏ د = لن 


2 


إذن الطرفان متطابقان حسب الأبعادء ولذا نقبل المعادلة (4) على أنها صحيحة . 


أخيراً توصلنا إلى الحقيقة التالية وهى أن خط الزوال الذي يولد سطح السائل والذي 
يدور بسرعة زاوية س في مجال جاذبية م يحقق العلاقة )٤(‏ لأي نقطة («,×) على خط الزوال. 


نعم. لقد أخذنا وقتاً طويلا في الوصول إلى هذه النتيجة . ولكننا بدأنا من الصفر حيث 
لم نعط مفهوم خط الزوال ولم يوجهنا أحد إلى أن ننظر إلى السائل على أنه جموعة من النقط 
المادية. كذل كلم نعط مفهوم السرعة الزاوية ولا جال الحاذبية . كان علينا أن تأخذ هذه 
الأشياء كلها بأنفسنا. المشكلة هى تحديد أي من هذه الأشياء نأخذ . لوعرفنا من البداية هذه 
الأمور لأصبح عملنا روتينيًا ولا كانت لدينا مشكلة . 


°۲ الطرق الرياضية في العلوم 
المرحلة الرياضية 
المرحلة الآخيرة رياضية حيث نستنتج معادلة خط الزوال من 


کت _ يه 
dx gE‏ 


الجديد في هذه المعادلة إذا ما قورنت مع المعادلات الجبر ية المعروفة هو أنها تحتوي على 

١: 3 0 (| 506 dy 
الكمية س . هذا فإن الرياضيين يسمونبها معادلة تفاضلية . لقد وصلناإلى ا موضوع‎ 
کسی غ11 انس‎ 





حيث إن 2 يمثل المشتقة, فإن القارىء قد يتوقع أن نسمى المعادلة معادلة 
اشتقاقية. لكن هذا لايحدث أبدا. التسمية الأولى تدل بجلاء على الصلة بحساب 
التفاضل . كذلك نسمى المعادلة مثل 


8 


2 


بع 


8 


معادلة تفاضلية . هذه المعادلة تحوي مشتقة من الدرجة الثانية » بين| )٤(‏ لا تحوى أية مشتقات 
أعلى من الدرجة الأولى . في الحقيقة» درجة أعلى مشتقة في المعادلة ها علاقة هامة بحل 
المعادلة. لذا فإننا نفرق بين هذه المعادلات : المعادلة (4) معادلة من الدرجة الأولى بين) 
المعادلة الأخر ى من الدرجة الثانية. المعادلات التفاضلية من الدرجة الأولى تكون من 
ال 


î 
8) F(x Y, 2) = 0. 


هذا يوضح أن العناصر هى المتغير المستقل ×» المتغير التابع «والمشتقة الأولى ل( بالنسبة ل×. 
الدالة ۴ تؤ كد أن هناك علاقة بين هذه العناصر. لاحظ أنه يمكن كتابة (4) في الصورة 


م عه _ يه 
dx 8 5‏ 


ا لمعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم e‏ 


وهذه حالة بسيطة من )١(‏ حيث لا يوجد « . مع الأسف لا يوجد أسلوب عام لحل المعادلاات 
التفاضلية من جميع الدرجات ولا حتى طريقة عامة لحل المعادلات من الدرجة الأولى فقط . 
في العادة نصنف هذه المعادلات الأخيرة حسب الطرق التى حل بها. المعادلة(4) تحل بسهولة 
بطريقة فصل المتغير ات زوء!ط»ه: ”1 fه‏ :110هرومء5). (وهذا يفسر اختياري لمسألة السائل 
الذي يدور كمقدمة لموضوع المعادلات التفاضلية) . 


طريقة فصل المتغيرات 
الشفقة الأول تكتي سب يئار بالشكل 
dy‏ 
dx‏ 
(هناك رموزأخرى مثل ين › [ 0y‏ ۰ پد ). رمز ليبنتز يستحق بعض 
الملاحظات حيث إنه مفيد جدا وخطر أيضا “ا النباية والمشتقة واضحة . 
لا توجد خطورة في استعمال الرمز 23 . لكن الأمور تختلف أثناء الفترة بين اكتشاف 
حساب التفاضل لتقام اا اي وليبنتز وعصر كوشى (:0610). في تلك الفترة 
كانت المشتقة ا تعتبر نسبة كميتين متناهيتى الصغر نرك وته. هذه النظرة كانت مفيدة 
حيث سهلت تنظيم قواعد حساب التفاضل والتكامل وأعطت معنى حدسيا هذه القوانين . 
ومع ذلك كانت طريقة غامضة لدرجة أنها أضرت بسمعة الرياضيات ؛ بعض مفكري ذلك 
العصر مثل الفيلسوف بي ركلى قالوا إنه لا يمكن فهم حساب التفاضل والتكامل . 





ميت أن نوضح لکل مبتدىء أن ل 
ككل له معنى واضح م وجل أما جز وه وبل فلا معتى ها" 


نفك 51 





1 الطرق الرياضية في العلوم 
آن اذك التفسير الهندسي ل - كميل الاس للمنحنى وذلك باعتبار المثلث القائم 
المتناهى الصغر بضلعه الأفقى 4# وضلعه الرأسى «4. انظر الشكل (8-5) . هذا ممكن إذا 


اعتبرنا هذا الأسلوب كاختصار لعملية نهاية نستطيع أن نعملها بدقة إذا احتجنا إلى ذلك . 








شكل (85) 


إذا تعاملنا مع كا لوكان نسبة وضربنا (4) فى بتك لنفاضل المتغيرات فإننا نجد 
0-6 
“ر 


dy = — ع‎ 
/ 8 





الطرق الأبسر لآ مرن على غء والأيمن لآ عدوي على ر يمكننا الآن أن كا 


[ay = | sts 


وحيث إن المعامل الثابت لا يتأثر بالتكامل فإن 


530 = وه[ 


مادا نشتق لنحه ل على × ؟ نشتو 2 1 


: ا ل کے 
اي 0 7 


b3 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم 56 


5 


0 + کے = 6 


إذا أعطينا© قي) مختلفة فإننا نحصل على منحنيات مختلفة . أمها يعطينا خط الزوال 
المطلوب؟ تذكر أننا اخترنا الاحداثيات بحيث يكون المركز © عند أسفل التجويف أي 0 =ر 
عندما 0 =× . هذا يسمى شرطا ابتدائيا أو حدوديا. وذلك لأن الشرط يحدد مكان بداية خط 


الزوال أو حدوده 5 


مع أن المسألة لا تتحدد بالمعادلة التفاضلية فقط إلا أن إيجاد هذه المعادلة يمثل الحزء 


الرئيسي من الحل . لإيجاد هذه المعادلة. كان علينا أن نفحص وضعاً فيزيائيا معقدا. على 
العكس من ذلك. الشرط الابتدائي واضح وإلى حد ما اخختياري . المعادلة (5) تدل على أن 
امسوئ الأفقي الذي اخترنا فيه المحور ×كان لمجرد تسهيل الرموز. كا ذكرنا سابقا هذا الخيار 


ليس له أي مدلول فيزيائي وذلك على العكس من اختيار حور الدوران على أنه المحور ر. 


نطبق الشرط الابتدائي 0 -بر عندما تكون 0 =× على المعادلة 50 ونجد أن 


2 
0= 2.0+ © 
28 


إذن 
C = 0‏ 
وأخبرا 
2 
:> 
3 م2 1 


فك الطرق الرياضية في العلوم 


(5 - ۱ - ۲) جاليليو: السقوط الجر 

مثالنا الآخر على المعادلات التفاضلية بخص مسألة جاليليو حول السقوط الحر. 

تأخذ المحور ×رأسيا واتجاهه الموجب إلى أسفل ونفرض أن جسم ثقيلا يسقط من المركز 0 
حيث 0 =×. نعتير الزمن 0 -/ عندما يبدأ الجسم في السقوط . ا حركة تخضع للشرط الابتدائي 
وهو أن 0 دنا و0 -: عندما 2-0 . أين يصبح الجسم بعد ۲ من الثواني؟ الجسم يكون في مكان 
معين عند أي لحظة ومادام يسقط فإنه يكون في أماكن مختلفة عند أوقات مختلفة . المكان 
يعتمد على الزمن ؛ ددالة في او (۲)/=×. المشكلة هي تحديد الدالة ()/. انظر الشكل (8-5). 


ابن = 0,۲ ±2 + / 


fx. أر,‎ 





شكل (4-5) 


لقد لاحظ أرسطووغيره أنه مع ازدياد مسافة السقوط تزداد سرعة الجسم . نذكر أن 
× أي أن 


(۷) Ûy = CF 


حيث 6 ثابت مستقل عن . في البند (7-1-7) ذكرنا أن جاليليوأخيرا توصل إلى أن هذا 
التخمين ليس خاطئا فحسب ولكنه غير معقول من الناحية المنطقية . وحيث إن حساب 
التفاضل والتكامل غير معروف في زمانه. كان عليه أن يكتشف محاكمة دقيقة وصعبة . الآن 
نستطيع إعطاء محاكمة تعتمد على التفاضل والتكامل . حيث إن السرعة الآنية نا تساوى 


d 
(۸) * 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم 


بالتعويض ب (۸) في (لا). نحصل على المعادلة التفاضلية من الدرجة الأولى 


اكه 
و 


مره أخرى نعامل المشتقة وكانيا ت : نضرب في ا وجل 


= cC dt. 


+ | 


لقد فصلنا المتغيرات الآن. علينا أن نكامل 


| a = o | dt. 


ماذا نشتق لنحصل على ل ؟ نشتق الدالة ×ےعه[ا .إذن 
log,x = ct + Kk,‏ 
5 , : ك ر 
حيث ۸ ثابت التكامل غير المحدد. لكننا نريد قانونا لد ولیس للوغاريتم . نتذكر من 


60 - 2 ,0.30103 = لورعها 


متكافئتان. إذن نجد أن 


x = gk, 


من الشروط الابتدائية ء إذا 0 -+ فإن 0 =× أى 


0 = gc +k 5 e^ 


A‏ الطرق الرياضية في العلوم 


إذا كانت 0 < م فإن “ع موجبة . وإدا 0 > م مثلا وتساوي - حيث “م موجبة فإن 


وهذه كمية موجبة . باختصار: إذا كانت سر عه السقوط ا حر تتناسب مع الإزاحة فإن 
الصفر يساوي عددا موجبا. وهذا غير معقول. إذن سرعة السقوط الحر لا يمكن أن تتناسب 


مع الإزاحة . 


مرة أخرى حللنا المشكلة بواسطة معادلة تفاضلية بشرط ابتدائى . على الرغم من بساطة 
الطريقة فهي مهمة تاريخيا. إننا نتوقع أن تدحض التجربة النظريات الفيزيائية الخاطئة . 
النظرية التي بين أيدينا دحضت بالمنطق : لقد أثبتنا أنها متناقضة مع نفسها. 


جاليليو من مرة أخرى أن السرعة المكتسبة تتناسب مع الزمن اللازم لاكتساب السرعة . 
أي أن 
8 )4( 
حيث چ ثابت مستقل عن /. 


بتعويض (۸) في (4) بدلا من (۷)» نحصل على 


dt = pt. 


نفصل المتغيرات وذلك بالضرب في 1 
dx = 8+٠ dt.‏ 


Ja - ]ع‎ 


كام 
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نحصل على 
x = 5 gt + C.‏ 


وحيث إن 0 =1 عندما 0 = 


ad‏ كات 
026نم - = 
وميك 
6-0 
إذن 
فيد کہ ت 
g9 5‏ 1 


هذه حقيقة فيزيائية هامة . التأمل والمقارنة بين استنتاجها الحالي واستنتاج جاليليو (راجم 
البند )"-١-*‏ مفيد. إن إمجاد الحلول بدون التفكير في ما نعمله يكسبنا الكثير ‏ ولكن قد 
يفقدنا الكثير . 


(ه - ١‏ - ۳) متحنى السلسلة 

منحنى السلسلة (Catenary)‏ يأتي من الكلمة اللاتينية (۸4عاهء) وتعني السشلسلة 
ومقعسا. للت الذي تأخذه سلسلة منتظمة معلقة بحرية من نقطتين ليستا على نفس 
المستقيم الرأسي . نريد أن نعرف شكل منحنى السلسلة هذا أوبمعنى آخ رأن نجد معادلته . 
إذا كانت نقطتا التعليق فوق بعضههما مباشرة فليس لدينا منحنى سلسلة والشكل واضح . 


عدنها كنت صغيرا كان الرجل يظهر غناة وداه بتعليق سلسلة ساعة ذعبية على 
صدريته. ولكن حتى لوبقيت هذه العادة إلى الآن فإنها ليست سببا كافيا لدراسة منحنى 
السلسلة. في عصرنا التكنولوجى يوجد الكثير من هذه المنحنيات مثل أسلاك التلغراف 
وأسلاك الكهرباء. إذا لم يتم زيادة قوة تحمل الصلب حديثا فإن سلكا من الصلب طوله ستة 
أميال ينقطع تحت تأثير وزنه . 
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خذ منحنى السلسلة الموضح في الشكل .)٠١-5(‏ طبعا الدعامات عند 4 و/4 تعمل 
أكثر من مجرد مقاومة وزن السلك. الكثير من المهندسين يقضون معظم أوقات عملهم في 
حساب الشد في الأسلاك والكبلات ھا قا اقا الشد عند نقاط التعليق . كا هو 
معروف» أسلاك الضغط العالي الكهربائية خطرة ويجب العناية في عمل تمديداتها. 


ليس صحيحا أن جميع الأسلاك المعلقة بحرية تأخذ شكل منحنى السلسلة . إن كلمة 
سلسلة في التعريف السابق تعنى القوة والمرونة. يجب أن لا تكون السلسلة صدئة عند 
حلقاتها. السلسلة المثالية لا تتمدد وتتحرك بحرية عند حلقاتها أي أنها لا تقاوم الثنى . أما 
كلمة منتظمة فإنها تعنى أن السلسلة مصنوعة من مادة متجانسة وأن وزنها لوحدة الطول 
ثابت. كلما اقترب السلك المعلق أوالسلسلة من تحقيق هذه الشروط اقترب الشكل من 
منحني السلسلة . 


أفقى ‏ ل 





شكل (ه5-١٠)‏ 


النقاط التي ليست من نفس المستوى الأفقي) هل تيل السلسلة إلى جهة دون الأخرى؟ إذا 
كان الأمر كذلك فإلى أي من نقطت التعليق يكون أسفل السلسلة أقرب؟ اليمين أو اليسار؟ 
نعم إننا نعرف ميدأ السب الكاقء . الللة ستكون متناظرة حول المحور الرأسي في 
منتصف المسافة بين نقطتى التعليق . طبيعى أن نجعل هذا العمود حور :ز.ماذا عن المحور ×؟ 
يمكن أن نجعله عند أسفل المنحني مثل السائل الذي يدور ولكن هذا ليس ضروريا. سوف 
اخذ المحور تحت المنحنى بمسافة اختيارية والسبب فى هذا سيظهر فيا بعد. نحصل الآن 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم 511 


على الوضع الموضح في الشكل .)١١-5(‏ مشكلتنا هى إيجاد معادلة منحنى السلسلة (×)/=ر 
بالنسة إلى محاوريا المتعاملة . 





)١١-5( شكل‎ 


المرحلة الفيزيائية الأولى صعبة . الهدف واضح ولكن الأشياء التي يمكن اعتبارها 
كتعطبات اليسه واضعة آبدا, عو تخ س السا بلاسظ أن السليلة يعظنة. 
نفسر هذا على أنه يعني أا مصنوعة من مادة متجانسة ولذا فإن وزن وحدة الحجوم ثابت . 
ولك الملا المنتظمة تعنى أكثر من هذا : السلسلة التى حلقاتها ثقيلة من جهة وخفيفة من 
جهة أخرى وكذلك السلك السميك عند طرف والنحيف عند الطرف الآخر لا يمكن وصفه 
بأنه منتظم حتى لو كان مصنوعاً من مادة متجانسة . بالاضافة إلى ذلك يجب أن يكون مقطعه 
منتظم). بمعنى أن كل جزء من السلسلة له نفس الوزن بالنسبة لوحدة الطول فإذا اعتيرنا 
السلسلة خطا مستقيم| فإن كثافتها الطولية ثابتة. كالمعتاد نسمى هذه الكثافة ۸ . 


هل هذا كاف أم أننا نحتاج إلى معلومات إضافية؟ إذا كانت الكثافة الطولية للسلسلة 
۸ فإنها لا تتغير مهم كان شكل السلسلة. سنفترض أن معرفة الكثافة ۸ كاف لتحديد 
شكل السلسلة . يمكن صياغة المشكلة على النحو التالى : لدينا سلسلة مثالية كتلتها الطولية 
۸ معلقة كا في الشكل )١١-٠(‏ وفي حالة اتزان» نريد إيجاد معادلتها بالنسبة للمحاور 
المتعامدة المختارة . 
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المرحلة الثانية هي ترجمة شروط التوازن إلى الرياضيات . نتوقع أن نحصل على معادلة 
تفاضلية بشرط ابتدائي . 


فك قليلا من القطن من لفه واسحب . تلاحظ أن القطن المفكوك مماس للفة. على 
العكس من ذلك فك سلكا ثقيلا جدا من على اسطوانة واسحب. تلاحظ أن السلك قد لا 
بياس الاسطوانة. قد لا تستطيع سحبه بسبب مقاومته للثني . السلسلة المثالية كاملة المرونة . 
تستتعع من هذا أن الشد في السلسلة يكون داق) مماساً لما : 





شكل (11-0) 


نعزز هذه النتيجة بدراسة القوى المؤثرة عند 8 . أسفل المنحنى . المهم هنا هو أن 8 في 
وضع تناظر بالنسبة إلى الجزء الأيسر والآيمن من المنحنى » ولذا فإن الجزئين يؤثران على 8 
بقوى متناظرة . لنجعل 77 المركبة الأفقية و۷ المركبة الرأسية للقوة المؤثرة على 8 بسبب أي من 
ا لجزئین . راجع شكل .)١7-0(‏ بسبب التناظرء المركبتان الأفقيتان 8 متساويتان ومتعاكستان 
ولذا فإحداهما تلغى الأخرى. محصلة المركبتين الرأسيتين تساوي /21. لنحصل على التوازن 
يجب أن نعادل القوة /21 بوزن الجسيم عند النقطة 8. ما هووزن الجسيم؟ با أن السلسلة تزن 
« لوحدة الطول فإن الوزن يقل كلما قل طول الجسيم . ولكن أليس غريبا أن نتكلم عن 
طول جنسيم ؟ القصير جدا يزن قليلا جدا ولذا فإن 2۷ وكذلك ۷ صغيرة جدا. إذا صار 
الجسيم نقطة مادية مثالية فإن 0 =۷ . وتصبح قوة كل من جزئى السلسلة أفقية. لكن المماس 
عند 8 أفقى . إذن الشد عند 8 في اتجاه الاس . إذا قطعنا السلسلة عند 8 ففى أي تجاه نشد 
لكي يبقى 84 في حالة توازن؟ عضلاتك ستعطى نفس الجواب . 
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اتفقنا الآن على أن الشد في السلسلة يكون مماسا في حالة التوازن. إذن الحزء 84 يتزن 
تحت تأثير القوة الأفقية ۴۳1 عند 8 والشد 7 عند 4. هل هناك قوى أخرى تؤ ثر عليه؟ فقط 
وزنه. كل قطعة صغيرة من السلسلة تتأثر بقوة الجاذبية إلى أسفل وهذه القوة تتناسب مع 
طول القطعة . إننا لا نأخذ كل قوة من هذه على حدة» محصلة هذه القوى هي وزن السلسلة 
4 الذي نسميه 17 ويؤثر في نقطة معينة تسمى مركز الثقل . إذن 84 تتزن تحت تأثير ثلاث 
قوی 17 . 7 و۷ . إذن القوة 78 تساوي وتعاكس محصلة القوتين الأخريين وخطوط عمل هذه 
القوى تتلاقى في نقطة واحدة. لنفرض أنها تلتقى عند © . انظر الشكل (ه-17١).‏ 





شكل (ه-١)‏ شكل )١4-5(‏ 
الآن نستطيع أن نحدد شكل المنحنى على النحوالتالي . أين| تكون النقطة («ز,ة)4 فإن 
معادلة 84 تكون بحيث أن الخط الرأسي المار في مركز الثقل يمر من نقطة تقاطع المماس عند 
4 والخط العمودى على المحور «والمارنفي 8. هل يمكن الحصول على معادلة تفاضلية من 


بدلا من البدء بأن خطوط القوى 277 » 7 و77 متلاقية» نبدأ بحقيقة أن هذه القوى الثلاث 
اة مع هذا عرف آنه یک ل القرى ية اقا بقلت القرين. انظر الق 
.)١5-2(‏ کا في السابق. إذا كانت 7 هي الزاوية بين المماس وحور ×فإن 


tan 7 = ]َك‎ 
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4 = tan 7 
إدن‎ 
dy _ W 
)۱١( 7 


هل المعادلة )٠١(‏ معادلة تفاضلية؟ ماذا نعرف عن ٨1‏ و۷ ؟ ٨1‏ هي الشد الأفقي 
عند 8 » انظر الشكل »)١٠۲-٥(‏ وعليه فإن 77 مستقلة عن مكان (برر»)4 ؛ أي أن ٨1‏ ثابت . 

17 هووزن قوس السلسلة بين 8 و (:ز,*)4 : إذا كان 5 يمثل طول القوس فإن 
)۱١( W = As.‏ 


ربما أنك قد نسيته . على كل حال سوف استنتجه لك . سوف اتبع طريقة «تسعة إلى 


واحد) : وهذا يعني ني سأستعمل تسعة أجزاء من الحدس ا جزء واحد من المنطق : 





شکل (u1 o-0)‏ شكل (65-هاوب)) 
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خىل الث كلين (ه-6١)‏ (أ) و(س). عندما تتحرك ۶ على المنحنى إلى 0 فإن ميل القاطع 


سنتبع نيوتن وليبنتز ونكتب (/ )2 كنسبة وبذلك نخفي الكثير من الخطايا المنطقية ‏ نكتب 
Ea‏ 0 
المشتقة على الصورة : , ا 


0 
... AY _ dy 
مدر‎ Ax» de 





يساعد ويغري البديبة. الرمزوالأشكال تغرينا بأن نقول إنه عندما يصل القاطع وضعه 
أي القطعة اللانهائية الصغر من المنحنى المتطابقة مع مماسه. لن نقاوم هذه الإغراءات . 


بمساعدة فيثاغورس » نجد أن 


(ds) = (dx) + (dy) 


(۱۲( 





(۱۳( 
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هذه المعادلة تحوی 3 و 4 ولا يوجد مشتقات أعلى من الدرجة الثانية» إدن 


dy 291 وى‎ 
ان‎ Ys > a 


مع أننالم نحدد المحور ×| لا أن لدينا الشرط الابتدائى : بغض النظرعن الاحداني 
الصادي للنقطة 8 , المنحنى أفقى عند 8. أي أن 0 - 10 إذا كانت 0 =×. المعادلة )١8(‏ 





0 00 
1 ي ا 








dy _‏ 
dx 7‏ 
من هذا : نستنتج أن 
1 لامر e“ CE‏ 
dx ` dx 1‏ بل 
بها أن لا بعد له (عدد مطلق) فان (حك /ب2) 0 ليسن ل هاعد ازقياء كذلناك 





4 ر 
7 /4) عدد مطلق وأيضا العامل “(ممك /وك) + 1/ 
العامل الآخر هو 
ف * 


ة طول كقثاقةطولية خخ 
5 ية الد 8 


الواقع على يمين المعادلة )١7(‏ . 


إذنء أبعاد الطرف الأيمن تساوي ‏ . إذن المعادلة تحقق اختبار الأبعاد. يفضل كتابة 


)15( 23 
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هذا يهى المرحلة الثانية , 


المرحلة الثالثة الرياضية هى حل (4 )١‏ . هذه معادلة خاصة من الدرجة الثانية حيث إنها 
لا نحوى × ولا لري فقط المشتفتن الأولى والثانية . ف هذه الحالة الخاصة يمكننا نويل المعادلة 
إلى الدرجة الأولى . نستطيع أن نجرب هذا التحويل مع جميع المعادلات ولكننا نادرا ما 





ماذا نعمل الآن؟ نفصل المتغيرات طبعا . 


ظ 3 بس 
fax‏ 1 5 مك | 
ماذا نشتق نشتق بالنسبة لم لنحصل على ورج - ؟ المفروض أن تعرف الإجابة عن ظهر 


قلب ا p2‏ 4 1( 4 م )ع1 : لق دعونا نتأكذ ن هله الإجابة ١:‏ 


)1١( 


2 (1 (p +1 + ثم‎ (| = 


21/21 ظ 4 
} ’)° +1( + 12و اح pen‏ 
2d‏ يقة "سحب السسسي د 
ا ' ° + )ل + 1) E‏ 
1 


+p”)‏ 1 3 و ج س 


7 + 1+ م 


-1/2 


| م2 
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أ »)| تنم + 1/1 + ر 3 
لم 5 25 ,ق 
*م + 1 “م + 1+ م 

1 





إذن تكامل )٠١(‏ يعطي 
+4 = ) “م + 1/1+ م )1 


باستخدام الشرط الابتدائي 


تت أن 


)15( 





نتذكو ن 3 - عدا يكاقء 109301083 = 2 . بنفس الطريقة نحول 
(15) وتحصل على 
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الخطوة التالية عق التتخلص مس الحذر 


2 





dy‏ ل( 
ل ۹ے = ا 
۴۴ 6 )£ )+1 
نربع الطرفين 
dy) dy)‏ 
2x/ a x 2 4 2)‏ حم E‏ 
١ 16 +)‏ ( 
أي 
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1 0 م 95 5 6 2 


وأخيرا نصل إلى 


امة شف ے اک س ت 


هذه معادلة تفاضلية من الدرجة الأولى . إذا حللنا هذه المعادلة فإننا نكون قد حللنا 
معادلة تعاضلية من الدرحة الثانية عن طريق حل معادلتين من الدرجة الأولى ' 


نفصل المتغيرات ونجد 


Ja = } Jeans } (cee 


با أن مشتقة 00 هي 8 ومشتقة /* هن هي ©ه/*-جعم ‏ 


فإن 


۲۰ الطرق الرياضية في العلوم 
عندما 0 =× فان 


“= 5 a(e® + e ®) + 0“ = 2 6)1 + 1( + ©“ = a+ © 


(/ چ 5 مم 
2 )¥( 





حصلناعلى هذه المعادلة بجعل 6 -ثر إذا كانث 0 =1 . في شكل (ه-١‏ 1(“ ادا حعلنا 08 
يساوي» فإنه يتضح لنا السبب في عدم وضع مور × عند أسفل سفل المنحنى [ كا وعدنا عندما 
قدمنا الشكل (ه-١١)].‏ 


ت ونك ق حصنا قاكل ا ق معلقة بعرية من عانعن رغ 
في نفس المستوى الأفقى . ماذا يحدث في الحالة غير المتناظرة حيث 4 و/4 في مستويين ختلفين 
و8 لا تقع على محور التناظر؟ عند قاع السلسلة 8 يكون الشد أفقيا وكل شيء يبقى كما هو 
بغض النظر عن عدم التناظر. 


هناك طريقة أخرى يمكن استخدامها حتى لوكانت السلسلة قصيرة جدا وبدون قاع 
8. انظر الشكل )١15-6(‏ . 





شكل (ه-١١)‏ 
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لنفرض آنا قطعنا ا جزء 46 من الله وشا الجزء اليافى AC‏ عل ٣‏ وذلك بشده 


بنفس القوة التی كان 46 يشد بها ۸٥‏ . الجزء 4/0 يقع تحت تأثير نفس القوى كا في 
السابق ولذا فإنه يبقى على شكله. وبا أن © اختيارية فإن )١7(‏ تغطي جميع الحالات . 


و الب 4) السقوط مع الاحتكاك 

هناك بعض الشبه بين تعلم حل المسائل العلمية رياضيا وتعلم لغة أجنبية . لتأخذ 
شخصا انجليزيا يرغب تعلم الفرنسية . في البداية يفكر هذا الشخص بلغته الأصلية ومن ثم 
يحاول ترجمة ما يريد قوله من لغته الانجليزية إلى الفرنسية. بعد شيء من التمرين. يبدأ في 
الإاجابة بالفرنسية على الأسئلة الفرنسية بدون ترحمة الأسئلة إلى الانجليزية أو الإجابة إلى 
الفرنسية . أخيرا بعد المثابرة والجد. يصل إلى مرحلة يستطيع التفكير بالفرنسية ولا يحتاج إلى 
لغته بتاتا. كذلك الحال مع المسائل العلمية ء إذا توفرت الخبرة الرياضية فلا حاجة لصياغة 
المسائل الفيزيائية إلى الانجليزية» نستطيع صياغتها في صورة رموزرياضية مباشرة . 
المرحلتان الأولى والثانية تأتيان سوية . 


ملا التالة هي ديل حركة جسم يسقط مق السكون ف وسط مقاوم مثل حجر 
ساقط عندما نأخحذ مقاومة المواء في الاعتبار. دعونا الآن نعالج العكمين الفيزياتي والصنياعة 


الرياضية مره واحدة. 


نأخذ جسياً يسقط كتلته 7# . نأخذ عور ×عموديا إلى أسفل بحيث يسقط الجسم من 
المركز عندما نبدأ في التوقيت . بالإاضافة إلى الشرط الابتدائي وهو 0-+ عندما 0 =۲ فإن لدينا 
رطا ف اا وكتو 0 - ف . طبعاً مكان الجسيم الساقط يعتمد على الوقت منذ سقوطه ؛ 
× تعتمد على + أي أن ()/ =×. مشكلتنا تتلخص في تحدید ()/. انظر الشكل )١17-8(‏ . 


Y۲‏ : الطرق الرياضية في العلوم 


(x. )/ 





شكل (٥۔-۱۷)‏ 
القوة = الكتلة × التسارع 
فإن حجرا كتلته ” يسقط تحت تأثير الجاذبية وبدون أى احتكاك يحقق العلاقة 


فود ع كك من 
dt "®‏ 
ما هي التعديلات التي تفرضها مقاومة الهواء؟ المشكلة ليست صعبة بالنسبة لنا فقط وإن) 
هي غير محلولة في الحقيقة . معرفتنا حول طبيعة الاحتكاك تفتقر إلى أساس نظري جيد. ومع 
ذلك كلنا نعرف من التجربة أن الاحتكاك يعاكس الحركة. على هذا الأساس» إذا كانت ۸ 
قوة الاحتكاك التي تقاوم حركة الجسيم 74 فإننا نحصل على 


على ماذا تعتمد المقاومة ۸ ؟ لقد دلت التجارب على أن ۴ تزداد مع سرعة الحسيم 
كثير . مع أن الافتراض الأخير غير صحيح إلا أنه أقرب إلى الحقائق . يبدو أن ۸ تتناسب مع 
وي حيث 0 جب ين سب 1 1 وعلى هدا الأساس تصبح المعادلة 


7 44 = mg - Ko", 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم TTT‏ 


حيث تابنت التناسب × موجب . أفضل قيمة تجريبية للأس » ھی | cY;¥‏ إلا أن هذه 
القيمة بست اة من الا الط 


لكي نحصل على معادلة تفاضلية بسيطة يمكن حلها سنجعل » تساوي ١‏ . وبا أن 
صف د 


4ع يم د dx‏ 

المعادلة توحى بالتعويضات 
ف - م4 -(2ه) 4‏ عه ہے .ل 
dt 4 dê 415 dt dt dt `‏ 


بهذه التعويضات تتحول (۱۸) إلى 


هله معادلة من الدرجة الأول نفصل المتغير ين 


| 8 کےا 





1 


4 عد يك‎ 1 
Jo 8€ - kv) ا‎ e Eo > 





4 الطرق الرياضية في العلوم 
log (g - ko) = t+ 6‏ - 
loge(g - kv) = ¢ + ©‏ [ 


kv) = - kt — kC.‏ - ع ارعما 
مرة أخحرى نتذكر 0.30103= 2و10] , . الخ ونكتب 


ناكا - 14 سبي = بنع - 5 


ننقل 8 إلى الطرف الآخر ونقسم على - ونحصل على 


معي 1 _ 5 ب , (19) 
e 1‏ 


الشرط الابتدائي 0 - 2 د نر عندما 0 =۲ والمعادلة )١4(‏ تعطينا 


Û RSE, € E‏ ا 
EES‏ مدتلاك 2 السك 
إذن 
40ج بس ع 
e 2‏ ظ 
E) 0 Kk 2‏ 
[ْ م ... ١‏ 
وبا أن 2 فإ (۲۰) تصبح 
B5 _ 8 e‏ _ 0 ظ 
ا ال dt‏ )05 


وهكذا خفضنا معادلة تفاضلية من الدرجة الثانية إلى معادلتين متتاليتين من الدرجة الأولى . 
مع الأسف هذا ليس مكنا دائما. 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم ٥‏ 


نفصل المتغير ين في )7١(‏ ونحصل على 


إذن 


من الشرط 0 =× عندما 0 = نجد أن 


0+ فك ے اع ١۔ےگ‏ +0 = 0 
kٌ 3‏ 
أي أن 
1 6 
ا r‏ 
إذن 
8گ _«- ك5 E,4‏ 5 
CY) e EE 5-6‏ 


لقد أوجدنا (#كرء لدينا الآن قانون السقوط الحر تحت تأثير الاحتكاك . 


الوقت والمالء ولذا فإننا نكتفى بفحص نوعي . نبدأ بسؤال بسيط : ما هي علاقة قانوننا هذا 
بقانون جاليليو الخاص بالسقوط الجر بدون مقاومة 


8 = ې ب( 


فحز | 


3 
إذا لى يكن هناك احتكاك فإن 8-0 وكذلك 6-0 والمفروض أن تتحول (۲۲) إلى معادلة 


جاليليو. ولكن لا يمكن تعويض 0 -/ في المعادلة لأن هذا يعني القسمة على صفر؛ ويصعب 


۲۲٦‏ الطرق الرياضية في العلوم 


علينا تصور ماذا يحدث عندما تقترب »من الصفر. علينا أن نؤ جل هذا الفحص إلى البند 


التالى 1 


لکن (۲۲) نتيجة من )7١(‏ ولذا نفحصها بصورة غير مباشرة عن طريق فحص 
الأخيرة. با أن 0 < »م فإن “ع تؤول إلى الصفر عندما تزداد ؛ » إذن من )۲١(‏ نجد 
أن « تؤول إلى 5 عندما تزداد ؛ . إذن يوجد سرعة نهائية بمعنى أن سرعة الجسم الساقط 
لاتتغدى السرعة 3 بغض النظرعن مدة سقوط الجسم . تجربة رجال المظلات الذين 
يقفزون من ارتفاعات شاهقة تؤيد وجود هذه السرعة النهائية . كذلك فقد لاحظ علاء 
الكيمياء و-حود سرعة شبائية للأجسام التى تسقط في وسط لزج . قانوننا يتفق مع هذه الحقائق 


على الأقل . 


اء الثاني : القوانين التقريبية ومتسلسلات القوة 

تلعب القوانين التقريبية دورا كبيرا في معظم التطبيقات الرياضية في مجال العلوم . كثيرا 

ما يحدث أن الحل التام معقد جدا أوحتى غير مكن. عندما يستحيل الحصول على الحل 

الكامل علينا أن نرضى بحل تقريبي جيد. ومع ذلك الأمور ليست سيئة كا نتصور. في 

العادة» نستطيع الحصول على حلول عددية مقربة إلى أي عدد من المنازل العشرية حسب 

الرغبة وخصوصا بمساعدة الآلات الحاسبة . الأداة الأساسية في الحصول على الحلول 
التقريبية جميعا هي متسلسلة القوة. 


المعادلات التفاضلية واستمخدامها في العلوم IY‏ 


ما هى متسلسلة القوة؟ إنها مفكوك دالة في × بدلالة قوى × . وما علاقة هذا بالتقريب؟ 
نوضح الفكرة الأساسية بمتتالية من فيم الكاببت: 7 


د 

3.1 

3.14 

3.14 1 

3.14 15 

3.14 159 

3.14 159 2 
3.14 159 26 
3.14 159 265 
3.14 159 265 3 
3.14 159 265 35 


لتوضيح المفهوم نكتب التقريب الأخير ل7 على الشكل الأتي 


يتا الآن تقريب ل#على صورة متسلسلة قوى )7/10( 5 لكي نحدد ۸+1 ص 


الخانات العشرية الأولى للعدد 7 علينا أن نحسب العوامل مت » ,© 6 i.‏ 6# کت 


n‏ 3 0 2 4 ا 
د عد اءه + + )5 أيه + ( 6 أءه +( )ره + مه - م 


كلا آحذنا حدودا أكثر حصلنا على تقريب أدق وسبله الطريقة نحسب 7 إلى أي درجه من 
الصحة ترغبها . 


أليس المفهوم الرئيسي واضح الآن؟ استبدل قوى (1/10) بقوى × لتحصل على دالة في «: 


f (x) = a, + غديه + 2ره‎ + axî + °۰۰ + ax" +. | 


Y۸‏ الطرق الرياضية في العلوم 


في هذا المفكوك العوامل مه » ره » ٠...‏ به » . . . تأخذ أى قيمة عددية (وليس فقط 
الأعداد صفرء ٠... ٠۲ .١‏ 4. ) تخميننا المتفائل هو أن كل دالة (×)/يمكن نشرها في 
صورة متسلسلة في قوى × بحيث نستطيع تحديد أي قيمة للدالة إلى أي درجة من الصحة إذا 
أا عدوا كاقيا من الحدية. 


الحقيقة إن تفاؤلنافي مكانه؛ معظم الدوال الهامة يمكن نشرها مهذه الطريقة . هناك 
صعوبة واحدة: إن اشتراط زيادة صحة التقريب بزيادة الحدود يعني أحيانا تحديد قيم المتغير 
× التي يصح عندها مفكوك المتسلسلة . لكن هناك طرق لعالحة هذا الوضع كا سنرى في 
.)١-75-6(‏ 


596 هذه المقدمة بإعطاء بعض المفكوكات الشهدرة : 
أ) بعض المفكوكات التي تصح لجميع قيم *: 
TT‏ 


33 


وا ي 


3 5 كير 
mg pg — e e 006‏ 1 
mam TET‏ 


2 
cos x = 1 - BF 20 a 1 











1< > >21) . ااا و بو حر ا 
1 5 3 
(1 > × > 1- له ك = 3 1 3 1 


| 
سن 
| ا م 
+ 
سم | 
ڪڪ 
بډ 
| | هه 
ب 
2 
38 
سم ]| جن 
mg“‏ 
ب 
| | هذ 
س 
وعم 
+ 


log,x = 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم ۹ 


(5-؟-١)‏ حساتب 008 
قد يحتج القارىء أن قائمتنا الصغيرة لا تحوي نظرية ذات الحدين الشهيرة التي اكتشفها 
نيوتن عندما كان طالباً في کمبر يدج . إنها 


a) - 1(<* 5 a) ¬ م2 - ه)(1‎ 


2 ا‎ 
(1 + #( ET 9 3 3 


لم نضعها مع المجموعة (أ) لأنها تتطلب أحيانا تحديد قيم وم نضعها مع (ب) لاجا لا تتطلب 
تحديد + أحيانا أخرى. إذا كانت #عددا صحيحا موجبا مشل ۲ فإننا نستطيع حساب 
*(م + 1) لأي قيمة للمتغير ×بالضبط . لا ضرورة للتقريب في هذه الحالة وكذلك لا 


إنه لا يوجد حد أخير فإننا لا نستطيع جمع الحدود واحدا بعد الآخر؛ إنها عملية لا تنتهى . في 
هذه الحالة نقبل بالتقريب. في الحقيقة إذا كانت القيمة المطلقة ل« أقل من ١‏ فإننا نستطيع 


إذا لى تكن © عدداً صحيحاً موجبا فإنه لا يوجد حد أخير لمفكوك “لج + 1) . وحيث 


ماذا أحيانا نحتاج إلى تحديد × وأحياناً لا نحتاج إلى التحديد مع أن المفكوك ليس له حد 


أخر؟ لنفترض مفكوك 7 بأربعة حدود 


و ل ع 3 

0 10° 10° ` 
هذه تعطينا التقريبات الاتية 

ERAN E, 


التقريب الرابع مشل الثاني أما الثالث فأسوأ من . في الحقيقة الثالث أسوأ حتى من 
الأول. أليس واضحا من هذا المثال الحاجة إلى تحديد الحجم النسبى للحدود المتتالية؟ 


9 الطرق الرياضية في العلوم 


نحتاج إلى مفكوك يكون كل حد فيه بعد الحدود الأولى » كسر من الحد الذي يسبقه» ولذا 
نستطيع إهمال الحدود الأخيرة في المفكوك بدون الحصول على نخطأ كبير . أليس واضحاً أنه 
كلها صغرت × في مفكوك “+ + 1) فإننا نحتاج إلى حدود أقل للحصول على صحة 
معينة مثل خمس خانات عشرية؟ إن تحديد أكير قيمة ل× تحقق شرطنا لمتسلسلة معيئة أمر 
صعب ويتطلب نظرية النهايات . إننا نحتاج فقط لمعرفة ما إذا كان تحديد قيم ×ضروريًا وما هو 
في تلك الحالة. لقد أعطينا بعض الأمثلة في (ب) . يبقى السؤ ال : لماذا بعض المتسلسلات 
مثل مجموعة (أ) تحقق شرطنا بدون تحديد المتغير ؟ فى هذه المتسلسلات نستطيع أن نصل 
إلى مرحلة يصبح كل حد كسر من سابقه بغض النظر عن القيمة المطلقة للمتغير *. إذا كانت 
۸ صغيرة فإننا نصل هذه المرحلة بعد عدد قليل من الحدود؛ وإذا كبرت *فإننا لا نصل إلى 
هذه المرحلة إلا بعد عدد كبير من الحدود. 


سنوضح أهمية متسلسلات القوة عن طريق حساب الجذر الثالث ل28 عن طريق نظرية 
ذات الحدين. كيف نطبق النظرية؟ نكتب الجذر كالتالى 


1728 = (28) 

إذن + = 6 وكذلك × +1 -28 أي 27 =×. إذن 

59 + 1) = 1728 
وبا أن ۾ ليس عددا صحيحا موجباء فعلينا حديد × وذلك بجعل قيمتها المطلقة أقل من .١‏ 
ولكن هذا ليس صحيحا بالنسبة للعدد 27 . ذكرنا سابقا إن هناك طرقاً للتغلب على القيود 


المفروضة على ×. إننا نبحث عن تقريب للعدد 028 . التقريب المطلوب أكثر بقليل من 3. 
لاذا أكثر بقليل ؟ لآن 27 = 33 . ألا يوحي هذا بكتابة الآتى؟ 


1 + 7 27 3 + 1) 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم ١‏ 


1/3 


يوه 
|| 
ادبا 
م وير 
بم 
4 
ب | 9 
سس 
يده 
اتن 


: 1/3 
d7 1 5 1⁄3) 1‏ 
د + 071/01 ) د + 127(1 38 


الآن ×في 1/3( + 1) تساوي 1/27 وهذه تحقق القيد. لاحظ أن «صغبيرة بالنسبة 
للوحد ة. إثنا نتوفع أن نصل إلى المرحلة التى يكون فيها كل حد يساوي كسرا صغيرا امن الحد 


الذي يسيقه ولذا فإننا نحصل على التقريب المطلوب بدون الحاجة لحساب الكثر من حدود 
اة 


نطبق مفكوك نظرية ذات الحدين حيث 1/3 = ۾ و 1/27 - × ونجد 


+0.037 037 ... (x + 


او س ... 457 0.000 - 


يضرف الطرق الرياضية في العلوم 


( )چ بد ) أقل من 010 0.000 + 
(الحد الرابع وما يليه ^ ) ...000 0.000 — 


إنه شيء يدعو إلى الارتياح. من البداية» كل حد يساوي كسراً صغيراً من الحد الذى يسبقه 
وكلما أخذنا حدودا أكثر ازداد صغرها. أين نتوقف؟ هذا يعتمد على الدقة المطلوبة. الحد 
الشالث وما يليه من حدود لا تؤثرعلى الخانتين العشريتين الأوليتين» إذاً الحد الأول والثان 
يعطيان قيمة 8 إلى منزلتين عشريتين وهذه هي 3.03. الحد الرابع والحدود التالية لا 
تؤثر على المنازل الثلاث الأولى وعليه فإن الحدود الأولى الثلاثة تعطي قيمة الجذر التكعيبي 
إلى ثلاث خانات أي 6. باستعمال الحد الرابع » نحصل على الجذر التكعيبي 3.0365 
إل أربع خانات عشرية . 


طبعا يمكن تطبيق هذه الطريقة على جذور تكعيبية أخرى . مثلا 


1/3 1/3 [ 
2 3 27/1 4 ل 1 2(1( = )18 + 27( = 045 


OS 
= 3)1 + < ( 

هنا ليست صغيرة جداء 2/3 بدلا من 1/27 ولذا فإننا نتوقع جهد أكثر للحصول على 

نفس الدقة . وطبعا لا يحتاح أن نو كد أن إمكانيات هذه الطريقة ليست محصورة على حساب 


الجذور التكعيبية . نأخذ مثلا اخر. لنحسب 7239 . ما هو أقرب عدد صحيح؟ 
2 = 25 83 = 35 
واضح أن 3 أقرب عدد صحيح للجذر. إذن نكتب 
4 4 


5 31 ( چو 243(1 4 - 243 = 239 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم TET‏ 
ادن 


د - 31 - کے )"رقم - || كك 3 = 239 


ومن ثم نطبق نظرية ذات الحدين كالعتاد. 
لاحظ أنه إذا كانت × صغيرة جدا فإن 


(1 + x) ae 1 + 2 


1/3 ظ‎ : 
dy aol YO Fas 
1001 101 بج -- سحب ل‎ 10/1 + 3 ` 1000 ) > 10.003. 


بصوة عامة ع إذا كانت × صعغيرة جدا فإن 


(1 + x) a1 + ax. 


مفكوكات ذات الحدين ذات أهمية عملية كر ى. 


07د السقوط مع الاحتكاك مرة أخرى 
إن عدم تأمل المرء في نتائج أبحاثه لدليل قاطع على عدم اهتمامه مها . الشخص المهتم 
حقالا يستطيع منع نفسه من التفكير والبحث عن الحل لمشكلته في البداية ومن ثم فحص 
حله بعد الحصول عليه . في السابق» كان لدينا فكرة جيدة وإن كانت واضحة لفحص قانوني 
السقوط الحر مع المقاومة ,)7١(‏ (۲۲) . عندما تصبح قوة الاحتكاك صفراً فإن قانوني السرعة 
لا والإزاحة × يصبحان قانوني جاليليو للسقوط الحر 
gt‏ = 0 


= 


حر | و 


ع 


۳4 الطرق الرياضية في العلوم 
بمعنى اخحر» عندما نأخذ مقاومة المواء في الاعتبار فإن قانوق جاليليويحتاجان إلى 
تعديل . مقاومة اهشواءتعيق حركة الجسم , سنخمن عامل تصحيح يقلل من السرعة ۷ ويعتمد 


v= gt-c(t) 


حيث (6)1 عامل التصحيح وهودالة موجبة في ۲ . إذا كان الجسم لا يسقط بسرعة فإنه 
كذلك لا يقطع مسافة كبيرة» تخميننا للازاحة هو 


x= 2 © 0 


لقد كان لدينا خطة جيدة ولكننا لم نتمكن من تطبيقها حينئذ . الآن نستطيع بمساعدة 
متسلسلات القوة. الآن يمكن التعامل مع )7١(‏ و(77). 


نہد بالمعادلة (١؟).‏ نعوض ۸۲- بدلا من × فى مفكوك ٠*‏ المعطى فى (أ) و: ا 
١‏ دعوص من 3 


8 Bm. EEE ال ا‎ 
(TT) ٤ II" 2l 3 و‎ 





وحيث إنه لا يوجد فيود على قيم × وكذلك لا يوجد قيود على // » إذن مهما كانت قيمة ۸1 فإن 
المعادلة )٠١(‏ تقتضى 


لقن الى الل بن كن ورك د كل ا 
اسه سمي ب د 2 1 1 ا 


نضرب في الحدين الأولين من القوس ونحصل على 


TE ال‎ aE Oo 
TEE 16 CM RM 1 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم ۳٥‏ 
نأخذ العامل المشترك ۸۲ من القوس 


a Sa EEL 
E" ($ N” @ 2 


إذن 


8 


(ke? =... |‏ ل + نرم ل - (ke)‏ 2 أبم - ع = (۳٤( o‏ 


وهكذا حصلنا على متسلسلة قوة للسرعة ١‏ . 


المعادلة (754) شيقة بالإضافة إلى كوا معقدة. إنها تستحق بعض التأمل. لاحظ أولا 
أنه عندما نجعل 6-0 فإن كل حد في القوس الكبير يصبح صفراء ولذا ففى حالة انعدام 
الاحتكاك فإن القانون يصبح قانون جاليليو. 

1م عدم 

ذا قا من ضخة ما وتنام ناء قارن متسلسلة القرة فى القوسن الک اشک اد 
1# + 6 العطى سابقاً. الآ يوعد ثشابه شديذ بيبا لذينا هنا قوئ« بدلا من 
قوى 1/27 . حقاء المعادلة )۲٤(‏ صحيحة مهما كانت قيمة ۸۲ ولكن أليس من الأفضل لو 
كانت ۸ صغيرة؟ نحن نعرف من التجربة أن / صغيرة جدا. وعليه فإن 4“ صغيرة إذا م تكن 
اكبيرة. لالظ أن كل سدق الرس الک خر کسر من #مسيرويا ف سابعة. ذا كانت 2ا 
أصغر بكثير من ١‏ فإن كل حد يصبح جزءأ من کسر صغير من سابقه . ماذا نستنتج من هذا 
كله؟ نستطيع حذف القوى الكبيرة ل ۸ بدون خسارة كبيرة في الدقة؛ أي 


ر تقريبا لا شيء + (1)60 ]سم - اع = ن 


gf - ; gk‏ = ن 


5 الطرق الرياضية في العلوم 


تقريب جيد . كلما كانت ۸1 صغيرة كان التقريب أدق . وهكذا نتحقق من تخميئنا 


11 = gt س‎ C(4) 


يجدر بنا ملاحظة أنه لولم تكن 1# صغيرة بصورة كافية تمكننا من إ#مال الحد الثاني وما يليه 
من فوی › فإننا مع ذلك نستطيع التحقق من التتخمين السابق من المعادلة )۲٤(‏ مباشرة . 
جميع الحدود في القوس الكبير على الشكل الآتى : 


| ظ Fa‏ 1 را 
1 + “ال =( a‏ أ+ | “)د - م ل | )١5(‏ 
ادا كانت 3 > :۸ > 0 فان الحدود التى تساوي ثلث ۸۲ أو أصغر من ذلك تكون أصغر من 
الواحد 


كمية موجبة = (» 2 - ۸)1 = |9 3 - 2)۴9 


كمية موجبة = ( 2‰ - 1) 2k‏ = |“( ج - د | 


وهكذا بالنسبة للأزواج التالية . إذن القوس الكبير في )٠٠(‏ لا يزال كمية موجبة وعليه فإن 


حد التصحيح دالة موجبة في /. 


الآن نعالج (۲۲) بنفس الأسلوب . بالتعويض من (71) نجد 


اببس آئئل a me‏ جخ ج للكت mm‏ 


o)‏ دك لكلده الك 2 ؟ “4 -1) 5 کک 
k 1‏ 


5 لإي 3 ك FÊ‏ عر e‏ 
) بلط م كط )£ ہے 1ع £ + 5 - 5 - 
ا & N N‏ افر" تي 7 235 EŞ ETE‏ 


المعادلات التفاضلية واستتخدامها ف العلوم IY‏ 


E a )‏ فين ل ات 
ITN FH Yg‏ اا 5 


نخرج العامل #ي#م _ من القوس ونحصل على 


ee E a. EE a E د‎ ) 
gt 8 3 (+ ل سد و ی و‎ 


برايّم 


إذن 


1 51 ns 1 فعس‎ 
هف )| لحف لد‎ e | a (kt) - حك‎ (ke) + > (k=... ١ 


عله اة و ل # ايق . 


رة +۳١‏ ۴6). إذا كانت 0= فإن كل جد ني القوسن الكبي من الصادلة ر 


x= 2 8‏ 
كما توقعنا. إذا أهملنا القوة الثانية ل۸1 وما فوقها نجد أن 


58 ع 7 E‏ 586 
1 تقريبا لا شيء - (+5) #202 -م - x=‏ 


أ أن 


1 


"5 ١ 


ممع ج - gt‏ 


| م 


A‏ الطرق الرياضية في العلوم 


يمثل تقريبا جیدا (إذا كانت ۸1 صغيرة) . وهذا محقق حميننا 
x = 4 gt  62)0(‏ 


حيث ()دع حد تصحيح موجب يعتمد على . نترك للقارىء إثبات أن حد التصحيح 
موجب إذا كانت 4 > 6م > 0 وذلك بنفس الطريقة التى اتبعناها انفا. 


لا نستطيع أن ندعي أن القانونين 
gt — > gk‏ بح ن 


EN... Ta 
> ١ 6 باع م‎ 


ذات أهمية عملية كبيرة . تذكر أنهما مبنيان على الفرضية التجريبية غير الدقيقة القائلة بأن 
المقاومة تتناسب طرديًا مع السرعة وليس مع القوة ٠,۷١‏ للسرعة . 


من أجل التوضيح. ضحينا بالواقعية في سبيل البساطة الرياضية . المهم هنا هودور 
متسلسلات القوة في استنتاج هذه التقريبات الجيدة والبسيطة لمعادلات صعبة مثل )٠١(‏ 


و(77). 


يه كم عمق البئر؟ 

كان نيوتن يعتقد أن حل المسائل الكلامية أساسى لتعلم الرياضيات . وقد ألف كتابا 
للمرحلة الشانوية ليعزز اعتقاده. اعتقاده هذا قد لا يروق للكثير من المحدثين حيث إنه 
يتعارض مع سيل الكتب التي تظهر هذه الأيام : يجب أن لا ننسى أن نيوتن كرياضي يمتاز 
على أفضل مؤلفى الكتب المعاصرين . لا نستطيع هنا إلا معالحة واحدة من مسائل نيوتن 
الجيدة. القارىء الذي لديه الرغبة في قراءة كتاب نيوتن بنفسه» قد ينصدم إذا علم أن نيوتن 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم ۲۳۹ 


کته باللاتيني ل يوجد ترحة باللغة الا نجليزية : Universal Algebra‏ . يجب أن لا يسمح 
لأئ معلم أن يحذف المسائل الكلامية من ا منہج حتى يقرأ وتن باللاتيني . 


النقطة الأساسية هي أنه عندما يصل الحجر إلى القاع » علينا أن ننتظر وصول صوت ارتطام 
الحجر بالماء. 









ار 








1 | 
8 | 
| " 
| 1 
| : 
الححر 
| | 
| 1 
| | 
أ 
فل 1 
د 1 
| 





شكل (ه-8١)‏ 


نفترض حجرأ وساعة وبئرا وشخصاً منبطحاً كا في الشكل (ه-8١).‏ ليكن ,5 الزمن 
اللازم لوصول الحجر إلى قاع البئر الذي عمقه ×ء ولتكن ,ه الزمن اللازم لوصول الصوت 
إلى أعلى البئر. (كالعادة نفترض ظروفاً مثالية ونعتبر الماء عند قاع البش) الوقت ١‏ الذي نقيسه 
بالساعة يمثل الفترة بين سقوط الحجر وسماع الصوت أي 


{= tı + tg. 


5 الطرق الرياضية في العلوم 
x = el.‏ 


نفترض الشيء الطبيعي وهو أن الصوت ينتقل في مسار مستقيم وبسرعة ثابتة © . 
إذن 


= وا 


o |4 


المعطيات هی ؛ » ۾ و والمطلوب حساب 5۸ أشارنيوتن لدينا ئلاثة مجاهيل ,+ » را »× 
وثلااث معادلات . عدد المعادلاات يساوي علد المجاهيل ولدا نتوقع إمكانية حساب × ولكننا 
لا نحتاج إلى المجهولين ,ئ و وا . إذن نتخلص منهما. من المعادلة الثانية نحصل على 


2X 
فص‎ | 


نعوص عن د في معادلتنا الأولى ويجد 
]+ کل 
tL‏ - 


لم يبق إلا أن نحل المعادلة للمجهول × بدلالة الوقت ١‏ الذي قسناه بالساعة . كيف نحل مثل 
هذه المعادلة؟ تمعنها جيداً. لاحظ أنها تحوي بل وعدأي رجيم . إذن لدينا معادلة من 
الدرجة الثانية في ٭۷ ولكنها في صيغة مقئعة . نزيل القناع : 


إذا أمجدنا ×۷ نستطيع إيجاد بالطبع . لحل هذه المعادلة من الدرجة الثانية لدينا خياران : 


إما القانون وهذه هي الطريقة الببغاوية أو الطريقة الفطرية البديهية وهي إكمال المربع . ربا أن 


المعادلات التفاضلية واستتخدامها في العلوم 5141 


القارىء نسي القانون ولكنه لا يمكن أن يفقد بديهته . سنكمل المربع . لكن قبل أن تأخذ 
2 





4 ع ل ا 2 + (Vx)‏ 1 





Va 4+8 ٤ Vx) = cet. 
)172( E ) 


نصف معامل ۽۷ هو ي۷2 /ء. نربع ونضيف إلى الطرفين : 














2 2 
مجك > 4ك درم Vea‏ 

Vg 28 28 

أي 
2 

ع a‏ گ ب ب۷ 

إذن 
ع پټ وا 
1/0 

وهه 





هذه المعادلة مخجلة . البئرله عمق واحد. وهذا يعنى أن × تأخذ قيمة واحدة فقط. ولكن 
المعادلة تعطى قيمتين . لدينا خيار بين الإشارة الموجبة والسالبة . لا تتذمر وتتهرب» اكتسب 
العانة الضحيحة : غير العطيات. إتنا تحرف الشنواب ف بشي الحالآت الخاسة.. إذا 


£۲ 
الطرق الرياضية في العلوم 

كانت 0 =1 فإن عمق ال ى صة 
عمق البئر يساوي صفرا طبعا. لكن إذا أخذنا الإشارة السالبة فإن 0+ تعطينا 
النتيجة غير المعقولة وهي ظ ا 


ما 


V2 


Vx = عد‎ 0 


إذن نأخد الإشارة الموجبة (إن كون 0 -/ يعطينا 0 =× عندما نأخذ الجا ظ 
اخد الجذر الموجب يعتير بمثابة 


تحقيق جزئي. لعملياتنا الجبرية) . 





(۲۷) 


عل[ وآ دوف 0 
1 23 طني اي تبسيطه أكثر؟ الحد الأخير يحتوى على 28 مرت : 
كل مرة نحت الحذر. دعونا ست من هذه الملا حظلة . ١‏ 5 دعر وق 


) فيو 15 = عم + لا‎ + 2gct), 
ZE 28 


إذن 





المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم TEY‏ 











26 5 | 26 1 E 
۲۸ : . 3 له س‎ Cf سے‎ : 2 wS C + 20 
5 وول‎ ¥ %8 V2g V2 





/c* + 2gct 


o |o 


نستطيع التبسيط أكثر إذا ضحينا بقليل من الدقة . 


فيل أن تتشر الجذر في (9) علينا أن نضعه في الصيفة 
باج ا خت 7221 12س 


هل نستطيع عمل هذا؟ أى عند سن get‏ + ® يصبح الوحدة؟ © تساوي هه ١1‏ 
قدم /ثا تقريبا وكذلك € تساوی نض قدم / ثا" ٠‏ 
إذن 2/28 يساوى 1100/64 تقريبا. إذن» إذا كانت 

4 


فإن 0 >64 اي © > 2g‏ 


وشنة م < 25604 أو [ > 





ولكن سقوط الحج رلا يستغرق ۱۷ ثانية في الآبار العادية, إنها ليست عميقة جدا ‏ إدا 
استغرق حجر فى السقوط. 14 ثانية فإنه يسقظ مساقة ۲۱٤5۴۲‏ آي +17 قدما حسب 
قانون جاليليوء. ويبقى ثلاث ثوان لانتقال الصوت . إن مجال اهتمامنا هنا ابار الماء 
وليست ابار الزيت. يكفينا أن نجعل 


261 
8-6 
C 


4 الطرق الرياضية في العلوم 
8 
Cc‏ 


يبقى أن نحول الجذر في (۲۸) إلى الصيغة 





إذن 





(TY) وتصبح‎ 





)؟94١‎ E 


من الأفضل أن نتأكد من صحة هذا القانون قبل أن ننشره فى متسلسلة قوة . طبعا لا 
نستطيع الحصول على تأكيد مطلق ولكن يمكن اختبار القانون. حيث إن (79) قانون 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم ٥‏ 


فيزيائى : متطيع تطبيق اخحتبار الأبعاد عليه. تأخذ السنتيمتر والثانية كوحدات الطول والزمن 
وأما الكتلة فليست واردة. من هنا نجد 

f= Sec‏ و0711 - عن 
1 


ب#دعهو cm ٠‏ = م ف 00١ SEC‏ = م 


إذن المعادلة (89؟) تصبح 


2, ہے‎ “3 
cm”: sec 5 
نتن ل ست 2 ب يريع‎ Sec عمو‎ 
cm ٠ sec 7® 
_ cm” sec 7? 
cm ١ sec 7® 





= cm + cm - cm Vl + 1 
= cm + cm — Cm 
= Cm. 


تذكر أن ۷3 عدد مطلق وأبعاده صفر. بعد تحقق اختبار الأبعاد نتابع بشيء من الثقة . 


إن توقع نتيجة طريقة ما عادة ذهنية جيدة . ماذا نتوقع من مفكوك متوالية القوة؟ لوسمعنا 
صوت سقّوط الحجر ي الماء عند حدوثه مباشرة لحسبنا × من قانون جاليليو 


x= م‎ 


إدن نتوقع 


x = gf +h 


3 














56 الطرق الرياضية في العلوم 

إذا تمعناني ظروف المسألة نستطيع الحصول على معلومات أدق . الزمن ؛ ينقسم بين 
الحجر والصوت. با أن الحج رلا يسقط لمدة ۲ فإنه لا يسقط مسافة ع ! . إذن حد 
التصحيح سالب . عندما نستطيع رؤية وسماع الحجر وهويسقط في الماء فإننا نعلم أن الرؤ ية 
والصوت ينتقلان بصورة انية تقريبا. إن الحجريأخذ نصيب الأسد من 4 . حد التصحيح 
السالب سيكون صغيرا. 


من معرقتنا لما سيحدث نتابع ونجعل = a‏ في نظرية ذات |الحدين 


f 1 ' 1‏ 1 1 1 
(9 -خ1()2 -2)5ة . (2-1): 1 
له انير 0 وتيت بويج ع 1ه 7 روه 1) 
+ 21_ 5 1 4 5 3 1 2 1 1 
f‏ د حك اوت او کوت وک 
SIPER oF N “a ORG I‏ 


نجعل ع/264 = + لنحصل على مفكوك ع6/+ع2 + ۰۷1 ومن هذا تصبح (۲۹) 


| +#م2 / 1 1 2gt‏ / 1 ا E‏ 3 
کے | گ |د | لخ |د +[ = - + = = 
اا 06 دنا ا 


(+ (€ ( - 21 / 2 5 | 
E, € 2501 - 0 ٍْ ااا‎ 


وعم 
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بعد التبسيط 
ادع اھ سے س 
ب 2 18 | 2 2° 
ظ و 4 ' 21 5 ICC.‏ 
ا (E)‏ ٍ 0 58 م |128 


نخرج العامل 2(ء/بع2) من القوس الكبير 
)ع2 / 5 22 1 | e‏ رفن 1 
2F gE > (5)2) - (£)‏ 


4 , [ 3. 5 
| +( )جك - 2 )د + 
i‏ ع | 1024 ع 2561 





إذد 


هذه معادلة هة بالمعادلة CF‏ لک نو كل هدا الشبه سوف ندخل العامل 4 إلى 


2ه 5- 1)8 E‏ 
| م |52 : | TE‏ شد 


2E)“‏ ک2 
و الصحد ( )6 | cC‏ 


4 


£ 


اه 


الطرق الرياضية في العلوم 
من المفيد أن نقارن )7١(‏ مع (77). لكي نسهل المقارنة نعيد كتابة (5؟) 


- وقوو م 


(ke) - ل‎ (ke) + (ke) — > 


7 )ع‎ 
SSE E 4| 


الفرق في داخل القوس الكبير فقط. أولا نلاحظ متتالية جديدة من العوامل : 


ذش ع ك 


1 
256 ’64 '32 ’4 
بدلا من 
1 1 1 1 
dS” 4° Sl” 6[“‏ 
ولكن المتتالية الجديدة تتناقص باستمرار مثل القديمة . ثانياء نلاحظ قوى ع/+م2 بدلا من 


موجبة إذا كانت ء/ع2 صغيرة وهذا يحقق توقعنا أن 


حيث © حد تصحيح سالب . 


يمكن إهمال القوة الثانية ل ٠/ع2‏ وما يليها لأنبا صغيرة ونحصل على 


ا ل ء-(# )1 2 ا 
ا رن ”ي ( £ | 8 2 : 


ا أن 


13 


وهذا تقريب جيد عندما تكون ٠/ع2‏ صغيرة. 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم ۲4۹ 
أليس مدهشا أن يكون لمسألتين فيزيائيتين محتلفتين تماما مثل السقوط ا حر مع المقاومة 
وعمق اليكر حلول متشاببة؟ إن هذا التشابه دليل على أهمية وفائدة متسلسلات القوة . علينا 


أن نیچد فد الطرق الرياضية التي نحل مسائل مختلفة من شتى فروع الفيزياء بعد إجراء 


(5 -7 - 5) البندول: الذبذبات الصغرة 
فى السابق افترضنا أن زمن الدورة الكاملة (7) يعتمد على طول البندول (1) وثابت 
الحاذبية (ع) وبواسطة تحليل الأبعاد توصلنا إلى 


T= c۷ 1 
4 


دهش . إن عدم قدرتنا على إثبات أن بوه ليس غريبا أبدا. لدينا الآن الطريقة 
الرياضية التي تصيغ المسألة في صورة معادلة تفاضلية . دعونا نطبقها . 


5 
إ 

| ١ 
| 

| 

| 

ا 








0 


0 mg 


شكل (ه-9١:أ1)‏ شکل (٥-۱۹«ب»)‏ 
على ماذا تعتمد حركة البندول؟ لا تستعجل. علينا أن نمشي قبل أن نركض . أولا 


نتساءل : ما هي القوة التي تسبب التسارع؟ راجع الشكل ])(١4-5[‏ . القوى التي تؤثرعا 





Te‏ الطرق الرياضية في العلوم 

الكرة الصغيرة 8 هي شد الخيط 7 وقوة الجاذبية 718 إلى أسفل . إذن سبب التسارع هو 
المحصلة ۸. ما هي المحصلة ۸ ؟ بدلا من استخدام متوازي أضلاع القوى سوف نحلل 718 
إلى مركبتيها الأولى على امتداد الخيط والثانية عمودية عليه . انظر الشكل [94-8١(ب)].‏ 
حيث إن الخيط غير قابل للاستطالة ويبقى دائ) مشدودا فإن مركبة 8 الممثلة ب ©8 تساوى 
وتاك القند 7 . و لذلك تسد أن مركبة 718 العمودية على الخيط. 8۶ هي المحصلة 
.من E E‏ الشكل. تة أن ب = 280 2 حيث 0 الزاوية بين N8‏ والخط الرأسي 


NO‏ . من هذا نجد أن 
R = mg: sin ¢.‏ ( ۳( 


لقد حسبنا القوة التي تسبب التسارع . 


ما هو تسارع الكرة؟ لا تتسرع . أو لا ما هی السرعة؟ انظر الشكل (ه8-١5).‏ في الفترة 
٠‏ يدور الخيط خلال الزاوية هى وتتحرك الكرة على قوس طوله ف4 ٠١‏ وتكون السرعة 
المتوسطة في هذه الفترة ر 4 / 1)۸4 . نتذكر رمز ليبنتز ونكتب السرعة الآنية (48 /44)] . 
لكن التسارع هو معدل تغير السرعةء إذن التسارع هو 





56 0 ) , dQ 0 {do 0 
8 "HELI HIE CE 
اياك 0 1ب‎ DE 


ما هي العلاقة بين التسارع والقوة الى تسببييه؟ إننا 
الْمَوة - الكدلة ر التسارع 


ولکن من الخنط) أن تكب المعادلة 


ma= 8 


المعادلات التفاضلية واستتخدامها في العلوم "6١‏ 





0 





ا ا شكل (٥۔۲۱)‏ 


لقد قسنا »على القوس في اتجاه تزايد © وني الا تجاه المعاكس . يجب قياسه| في نفس 
الاجاه . القوة في ااه تزايد 0 تساوی -R‏ وهكذا نحصل على 
ma= -‏ 


نعوض عن 4 و۴ بالعلاقات (۳۲) و(١1")‏ ونحصل على 


0 
وي n1 = — mg sin‏ 
أي أن 
0395و 
ننم 330 E‏ )۳۳( 


هذه هى المعادلة التفاضلية الى حکم حركة البندول . 


بقى أن نعطى شروطاً ابتدائية أوحدودية هذه المعادلة التفاضلية. انظر الشكل 
(ه-1١5؟).‏ لقد أخذنا البندول ۷8 مائلا على الوضع الرأسي 7/0 بزاوية # عند اللحظة ؛ . 
متى تكون الكرة عند النقطة © ؟ من الأفضل حساب الزمن من اللحظة التى تكون فيها الكرة 

في هذا الوضع المتوسط . إذن 
0 = ې عندما 0 = ع )1( 


ا الطرق الرياضية في العلوم 


وهذاهايسمى بالشرط الابتدائی . لقد اتفقنامتی يبدأ اهت|منا بالبندول ولكن متى 
ينتهي ؟ الحواب عند إتمام رورسم دورة. عندما تصل الكرة إلى م . حيث إل الزمن اللازم 
للحركة من © إلى 4 يساوي ربع الزمن 7 اللازم لإتمام دورة كاملة من © إلى ال ا 
4 إلى 0 . سال انقفتا ما قيمة © إذا كانت 17 = + ؟ هذه القيمة العظمى ل 4 
ولكن هل يضيف هذا الشرط أي جديد؟ إن مجرد تسمية السعة لا يضيف أية معلومات 
جديدة . نذكرهنا قصة وإن كانت مشكوكا في صحتها. الطالب يقول «نعم» إنني أفهم كيف 
الشيء المهم وهو حسابها. هذا سؤال فيزيائي وليس لغويا. عندما تصل الكرة إلى 4 فإنها 
عند نباية اتقبدية: وتن ساف انا : 


و09 . | 9 
جد وه و 
dt 0‏ 
إذن 
01 
عند اللحظة 1+7 عدم ,» عدبي ,0= 6 (I1)‏ 


حيثك إن هذا اقرط قق عفدأ تصل الكرة إلى غباية السار فاا تسعيه شيط حتوويا. 
الآن نكتب الصياغة الرياضية الكاملة للمسألة : 


هناك أمران يجب الإشارة إليهما. أولاء إن بساطة صياغة المسألة تعطى فكرة خاطئة عن 
الحل. إن الحل طويل ومعقد . هناك صعوبات رياضية كثيرة . الحل الكامل يتطلب ما يسمى 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم Yor‏ 


يدوال القطع الناقص وهذا نوع يختلف عن الدوال المعروفة مثل الآسية. المثلثية› 
اللوغاريتمية والجبرية. ماذا يمكن عمله؟ إذا لى نستطع حل المسألة الأصلية» تحاول حل 
حالة مبسطة ها. تبسيط المسائل أمر مرغوب فيه بشرط ألا تكون الخسارة في دقة الحل كبيرة . 


أفضل ما يمكن عمله هو البحث عن تقريب جيد. التقريب يعني مفكوك متوالية قوة في قوى 


الآن نصل إلى الأسر الشاني . ما نوعيية حل المعادلة (۳۴)؟ بها أن تحوي المشتقة الثانة 
فإننا نتوقع حلا يحوي الثابتين / وع أي أن الحل من الصيغة 


(4) pw F(3). 
كذلك يمكن أن نبدأ من الطرف الآخر. نشتق (4") بالنسبة لا ونحصل على‎ 


i 
a FN EE 


ثم نشتق مرة أخرى 


qe J (bE) 


كل من الطريقتين تدلنا على أن الحل من الصورة (5*) . نعوض الشرط (11) ونحصل 
على 


mH EE) 


أى أن »© معطاة بدلالة 7 7/4 . 1وع . وإذا حللنا المعادلة للمجهول 7 بدلالة | » 8و » نجد 


1 = F(lLg, a). 


- م 
5 


ولكن في السابق وجدنا أن 


ot‏ الطرق الرياضية في العلوم 
حيث © ثابت. يمكن كتابة هذه النتيجة فى الصيغة 
T= F(l,g)‏ 
وهذا يعنى أن 7 دالة في / وع فقط ولا تعتمد على » . ولكن ۲ لا يمكن أن تعتمد ولا تعتيد 
على ي . إننا نواجه معضلة . 


نفكر مرة أخرى . لقد توصلنا إلى القانون . 
rE‏ 
عن طريق تحليل الأبعاد على افتراض أن 1 تعتمد على / و#فقط . صحيح أننا لم نذكر هذا 
بصراحة تامة إلا أنه كان موجودا ضمنيا . لا نستطيع أن ننتقد نتيجتنا لأا توافقت مع 
فرضياتنا. السؤال الحقيقي يتعلق بالفرضية : هل 7 مستقلة حقا عن » أم لا؟ علينا أن نعود 
إلى الحكم الأخير وهو التجربة . 


ما هوحكم التجرية؟ لقد تبين أن 7 ليست مستقلة عن » إذا كانت » كبيرة . فمثلا إذا 
كانت سعة البندول "5٠‏ فإن زمنه الدوري يكون أقل نما لو كانت سعته .*94٠‏ ولكن إذا كانت 
» صغيرة (أقل من ”٠١‏ مثلا) فلا يوجد فرق محسوس في زمن الدورة . إن قصر القوس 
والتسارع عاملان يعادل كل منها الآخر: إذا كانت » صغيرة فإنهم)| يلغيان بعضهم| بصورة 
جيدة ويصبح التغير في 7 صغيراء أما إذا كبرت » فالتعادل ليس جيدا ويظهر تغير ملموس 
في 7 : ماذا نستخلص من هذا كله؟ مع أن 7 تعتمد في الحقيقة على » بالاضافة إلى اوج 
إلا أنه يمكن إهمال » إذا كانت صغيرة. إذا كانت » صغيرة وهي أكبر قيمة ل © فإن © 
صغيرة بالضرورة. وهذا يوحى بنشر متسلسلة في قوى ي . حيث إن 4 هلد تظهر في المعادلة 
(70) نكتب المفكواك 

“مر كو في 


ھچ و E‏ = ب sin‏ 


المعادلات التفاضلية واستمخدامها 1 العلوم ۲۵۵ 


هذا المفكوك يتحقق بالطيع لجميع قيم ف إذا قيست بالراديان. إذا كانت م صغيرة فإنه 
يمكن إهمال الحد الثالث وما يليه من قوى ني بدون خسارة كبيرة في الدقة والمثال التالي يوضح 


هذا. خذ 10° = ب با أن 4و ؟ = 180° » إذن 


10° = 8 = 0.1745 . . . radians, 


إذن 

(0.1745...) )0.1745 . . ثز.‎ 
CCE IDO 
= 0.1745... - 0.00088... + 0.0000013... - ... „ 


sin 10” = 0.1745... 


نستنتج أن و بح مض صنو إدا كانت © صغرة. 


دعونا الآن نثبت نفس النتيجة بأسلوب هندسى . سوف نأخذ قوسا ووترا محدودين بزاوية 
صغيرة لي ونظيرتها في دائرة الوحدة. انظر الشكل .)۲۲-٠(‏ واضح أن 


BO OB 


= سس د = بن sin‏ 


1 1 


إذن 
sin ¢ = 820 + OB =.B'B.‏ 2 


با أن م بالراديان فن 


يسمي 
xX] = 8.‏ ض2 


٦‏ الطرق الرياضية في العلوم 





شكل (۲۲-۵) 
لکن إدا كانت © صعيرة فان 
پر 
B'Bx B'B,‏ 
ادن 
sin û x 2¢,‏ 9 
أو 
sin ¢ 2 ©.‏ 


كلا صغرت مض افترب القوس من الوتر وكذلك اقترب و هنزو من شض . 


3 
کک 


نستنتج أنه إذا كانت 4 صغيرة فإن المعادلة 
ر( 


تعطي تقريباً جيدأً للمعادلة (۳۳). ومن هذا نتوقع أن يكون حل (8”) قريباً من حل (۳۴۳). 
إن استبدال (#) بالمعادلة (ه") ليس بالأمر البسيط . لابد أن يسبب هذا بعض النطأ ولكن 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم YoY‏ 


ما مقدار هذا الخطأ؟ أفضل طريقة للتحقق هي مقارنة حل المعادلة المبسطة بالتجربة . وحن 


كيف نحل المعادلة التفاضلية من الدرجة الثانية؟ نحاول أن نخفضها إلى الدرجة 
الأولى . ما هى التعويضات المطلوب عملها؟ إن معدل حركة البندول يساوي السرعة 


الزاوية 3 أى أن 


هه ` / 
2 = ل (T+)‏ 
ومن هلا 
oa‏ )4)4 بن) 4 - م4 
d2‏ عل dM BHI‏ عن 
فج لمم چ 
عدر dt‏ قن 


هل هذه معادلة من الدرجة الأولى؟ لاء لدينا هنا ثلاثة متغيرات ه . 7و4 . علينا أن 


سكل ( ) سd‏ 


832 HH CJ 


بأي من سك . + » أو ف4 نملا الأقواس؟ لنجرما. 


و4 يعطينا 
مل 49 _ مك 
dti dt dQ‏ 


باستعال (75) نجد 
س ے هه 
dt 01‏ 


8ه" الطرق الرياضية في العلوم 


وتصبح (۳۷) 
)۳۸( 


ونتخلص من المتغير ۲. لدينا الآن معادلة تفاضلية من الدرجة الأولى . الآن نفضل 
المتغيرات. من (۳۸) نحصل على 


|» dw = - £ fp -de 


نکامل ونحصل على 
+ .1 = س 
نطبق الشرط (11) ونصل إلى 
a* + e‏ > 8 = 0 
EL‏ 
أى 
و مال } لمم 


من المعادله ) (TT‏ تق 





FT 1‏ لثم 


لعا أتفاضلة لیا ذه ؟ 
المعادللات التفاد به وأ - ستسخد امها ف | 
1 = 


| ة الأولى . 
وهذله معادلة احری م الدرحة ٣‏ 
نفصل المتغيرات كالعادة ونكامل 


: ع (*4) 
fa‏ 0/6 - دم 





نكتب الطرف الأيسر في الصيغة 


ا -1( = تي - ثن 
إذن 





ادن 
8 














نا الطرق الرياضية في العلوم 


arc sin(x) + ©.‏ = رحدل[ 


المعادلة (4) تصبح 


اع 


- 4 ا‎ 
| - 1 a 


حيث دمجنا ثابت الطرف الأيسر مع تابث الطرف الا يسن 


3 


مع أنه ليس ضروريا لتحديد 7 . يستحسن إيجاد قانون للمتغير © . كيف نتخلض من 
arcs‏ ؟ العلاقة بين 4876517 و51 مثل العلاقة بين الأب والابن . كلاهما علاقة عكسية . إدا 
كان 
على = أبزيد 


فإن زيذ ك إبن غل 


arc sin of > = A 


= sine of A 


هع 


إذن معادلتنا الأخيرة تعطينا 


= 5206 t+ 24 


€| ه 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم 55١‏ 


)51( م‎ = asin |] +e) 


بقى أن لمحدد 'ح , ا لمهم هنا ألا نستعمل الشرط نفسه أكثر من مرة . لقد استعملنا شرط 
الحدود والآن نستعمل الشرط الابتدائى (1) 0 = جب عندما0=) . 
نعوض في )٤۱(‏ 
c')}‏ + 0)صنة ١ه‏ = 0 


هذه المعادلة ها حلول كثيرة ونختار أبسطها 
إذن 

)45 ب‎ - a si | ٣ e 
. | وهذا هو قانون‎ 


الآن يمكن حساب 7 . راجع الشكل .)۲٠-٠١(‏ با أن التوقيت يبدأ من بداية الحركة 
من الوضع المتوسط فإن 7/4 تفل أول مرة تكون الكرة عند 4 أي أن 7/4 أصغر قيمة ل / 
تكون فيها » = ف . إذن 1/4 1/ع /ا أصغر قيمة لغ 1/ع ۷ تكون عندها © > 4. ما 
هذه القيم؟ 

نجعل » = ف في (47) ونحصل على 


“aE ( 


1۲ الطرق الرياضية في العلوم 


1 = sin | 7 3 


إذن قيم م ]/رج ۷ التي جعل ۾ = في هي 


إذن 


0 ل عقف ين 
o, An + gs...‏ + 27 


أقل هله القيم r/2‏ ادن 


ات 
ب 
|| 
3 | ده 


(E۲) T= 2 أي‎ 


سسم | متهم 


الآن نعود للسؤال الأساسى : هل استبدال (") بالمعادلة (©) يؤدي إلى خطأ كبير؟ 
الجخواب لا إذا كانت 10 > » فلا يوجد فرى محسوس بين (ET)‏ والتجربة . وهذا رر 


تذكر أن حل المعادلة التفاضلية (ه) 


هوالحل (47) 


المعادلات التفاضلية واستخدامها في العلوم واف 


وهذا مهم لعدة أسباب . إن اهتزاز الشوكات الرنانة والأجسام المرنة وحتى بعض الظواهر 
الكهربائية خصع للمعاذلة 765) 1 وهذا تعرف المعادلة (58؟) بمعادلة الديدية الصغيرة 1 
سوف تدرس هله المعادلة 2 الفيزياء بالتاكيد 5 


الحزء الثالث : التشبيه المادي 


المرحلة الأولى من نجاحنا في حل المسائل الفيزيائية هى صياغة المسألة في معادلة 
تفاضلية بشرط ابتدائى » المرحلة الثانية هى حل المعادلة بشرطها الابتدائي . لقد أخفقنا مرة 
واحدة حيث لم نتمكن من حساب الزمن الدوري للبندول بذبذبة كبيرة . إذا تأملنا قليلا 
سنلاحظ أن العامل الذي يحدد مدى نجاحنا مرتبط بالمرحلة الثانية وليس الأولى . إن صعوبة 
حل المعادلات التفاضلية بشكل عام يعتبر حافزا لأن نستخدمها بصورة اقتصادية . لحسن 
الحظ. لدينا سلعة القليل منها يعطي الكشر . لقد ذكرت سابقاء أن معادلة الذبذبة الصغيرة 
تحكم الظواهر الاهتزازية الأخرى . في دراستنا للبندول المهتزء كنا ندرس أيضا اهتزاز الشوكة 
الرنانة . هل للمعادلات التفاضلية الأحرى استعمالات متعددة أيضا . 


سنركز على تطبيقات نتيجة سابقة في جال الكهرباء . في البند (ه-5-1)» (السقوط مع 
الاحتكاك) أثبتنا أن المعادلة التفاضلية )١(‏ 
IF a‏ 
2 6 عن 
بالشرط الابتدائي 


lê g6 O‏ اسع 
dt 0‏ 5-6 


525 الطرق الرياضية في العلوم 


تعطينا بعد حلهاء النتيجة )1١(‏ وهى 


55 2 e 


يبدولأول وهلة أنه لا فائدة من هذه النتيجة للمهندس الكهربائى على الاطلاق. في 
وقتنا الحاضر. حيث أجهزة التلستار شائعة الاستعمال. والصواريخ العابرة للقارات جاهزة 
للإطلاق. والاسبات الآلككتر ونية متش مل انتشار الات الطبافة تقربياً: لبن يستغرب 
القارىء عند إخباره أن دراسة الكهرباء أصبحت دراسة علمية دقيقة . ماذا يمكن أن تكون 
العلاقة بين قانون تقريبي لسقوط جسم من منطاد» وعلم دقيق مثل الكهرباء؟ الحياة مليئة 
بالمفاجات . فانوننا التقريبي لسقوط جسم في وسط مقاوم مشابه تماما لقانون التيار الكهربائي 
في سلك مقاوم . 


الرموزء حصلنا على (۱۸) بالقسمة على ومن ثم عوضنا ۸ بدلا من 6/77 . لكي نسترجع 
فى المعادلة بصورة صرحة . سوف نعكس العمليات ونحصل على 


do 
(۱۸) dt 


هذه هى الصيغة المناسبة لأظهار وجه الشبه بين السقوط والتيار الکهربائى . 


عناصر المعادلة 9*7 وأضصحة الا وهى الكجلة ادب معدل تعر السبرعة dt‏ / نك 5 فوة 
ا لحاذبية 716 والسرعة ۴ عا كي النظائر الكهر بائية شله العتناص؟ انظ اللا (۵۔- ۲٣‏ ) . إذا 


المعادلات التفاضلية واستخدامهاف العلوم 15 


ضغطنا المفتاح فإن التيار الكهربائي يسير في السلك وهذا شبيه بسقوط الحجر عندما نطلقه . 
قوة الجاذبية 8 هي السبب في سقوط الحجرء وقوة الضغط الكهربائي ع في البطارية تسبب 
سريان التيار. الجسم الساقط يقاوم الاحتكاك النائج عن اطواء بينما التيار الكهر بائى يتغلب 


شلدة الاو[ 


مفتاح الدائرة 


البطارية 





شكل (776) 


على هذا الأساسء نجد أن معدل تغير السرعة 0/۲ يناظر معدل تغير شدة التيار 


بي / زي . الآن ننظم هذه النظائر في في جدول» والرمز ”رہ“ يعني نظير ل 






شوة الضغط الكهر بائي [ 





قوة الحاذبية ظ 
شدة الصاو سر تیه الجسم الساقط ظ 


كتلة الجسم 


555 ظ الطرق الرياضية في العلوم 

لدينا مكان فارغ في العمود الأيمن . ما هونظير الكتلة؟ الحث الكهرطيسي ا يضاد تغير 
شدة التيار» ولذا فالتيار لا يتغير بصورة آنية تماما . أليس القصور الذاتي أو الكتلة # للجسم 
تجعله خطفظ برک تھا إلى الأب اليست ا قصورا ذانا که طا 





الآن نحمل الحدول. 





يناظر 
الحث الذاتى 1 mw a‏ الكتلة 





بعد حصولنا على هذه النظائر المعقولة إلى حد ماء نعوض في المعادلة ١(‏ ) ونحصل 
على ' 
رباع LS‏ 
dt‏ 
بقيت ملاحظة صغيرة . معامل الاحتكاك × الآن مرتبط بشدة التيار أ بدلا من السرعة ا 
وعليه فإن × تصبح معامل المقاومة الكهربائية . إذن يفضل أن نرمز له بالرمز كا هى العادة في 


كتب الكهرباء. بهذا الرمز الجديد تصبح المعادلة ١4(‏ ) 


35 di 
(` 1۸) Ly, = E — f, 
لكي نكمل الجدول نكتب أخيرا‎ 


يناظر 
المقاومة الكهربائية و حدر الاحتكاك 
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بعد أن خمنا هذا التناظرالمعقول. دعونا نستعمله. الخطوة الأولى هي إعادة كتابة 
المعادلات )5١(-)18(‏ بدلالة دوم . کا ذكرنا سابقا(18١)‏ تصبح (۱۸*). الشرط 


الابتدائي يصبح 


.12 عنذما ذا‎ ۷= 0 e = Û 


نعوض عن / ب ۸/۸۹ في )۲١(‏ ونحصل على 


له 


- هن )000 


ا نختصر نتائج دراستنا للسقوط الجر مع الاحتكاك على النحوالتال : 
إذا كانت الظاهرة تخضح للمعادلة 


1 4 
(۱۸) m = mg - Kv 


بالشرط الا بتدائي 
0 =× 0 =۷ عندما 0 = 


فإنها تخضع للمعادلة 


0 !| 
(7 55 56 (1 - »ادي‎ 
: إذا زاوجنا النظائر على الشكل التالى‎ 
1 K mg do / dt m 
0 / 
3 E di / dt 1 


فإننا نستطيع أن نكتب الآتى مباشرة 


۲۹۸ 


الطرق الرياضية في العلوم 
إذا حققت أي ظاهرة المعادلة 
Sy di YF o‏ 
يم — L 47 E‏ (۱1۸ ) 
بال طط الا بتدائي 
0 -: عندما 0 = 
فإنها ق المعادلة 
E (1 5 gE)‏ = 4 )۰ ( 
1 


هناك ملاحظة بسيطة : 0 -:دليس ها نظير ولذا فإننا نحذفها. الشىء الذى يمكن أن 
يزعجنا هو نقص المعلومات ذات الصلة بالموضوع وليس كثرة المعلومات العديمة الصلة . 


بهي أن 000 السَدٌ ال اهام : هل اة السايق صحيح ؟ الجواب نعم . ولک على أى 
اشاس نقبل هذا الحواب؟ كالعادةء التجربة هي الحكم الأخير . المعادلة 7٠٠١‏ *) تتفق مع 
التجربة ولذا فإننا نقبل ١8(‏ *). 


في السابق (وبالرموز الضمنية) أثبتنا أنه عندما تكون ع(««/») كبيرة فإن 7١9‏ *) تعطينا 


خ دن 


أي أن الجسم الساقط يكتسب سرعة نبائية . علينا أن نتوقع نتيجة ماثلة للتيار 
الكهربائي . إذا كانت #(بة/5) كبيرة فإن (70* ) تعطينا 


E 
r 


اح بيه 


أي أن التيار يكتسب سرعة نهائية . هذا هوقانون أوم (0/7) المعروف لدى تلاميد 
المدارس . هلا دليل حديد بسند المعادلة )۱۸ و وتشسينا اشا ١‏ 
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طبعا التشبيه مضلل في الغالب وأهميته هى أنه يساعد في كثير من الأحيان . إننا لا 
سنطیم إعطاء المزحد حول دور العكييةه ٤‏ إعطاء تسر ات حل رده لعادلات قد دمه وذلك 
سبب ضيق الوقت وليس قلة الأمثلة . المعادلات التفاضلية وسائل فعالة وتتكلم بعدة ألسن . 


ا راء الرابع : ما هى المعادلة التفاضلية؟ 


وهى ٤‏ ا) فال 
علينا أن نحل المعادلة التفاضلية 


)22( * 


اة المندسية الى تعس عَتيا المعاذلة (44): 


علينا أن نجد منحنيا. المعادلة (4 4) تقول إن ميل المنحنى المطلوب عند النقطة (ر,×) 
يساوي «/×- . الكمية ×/ تمثل ميل المستقيم الواصل بين نقطة الأصل والنقطة (ز,*) . إذن 
بقليل من الهندسة التحليلية نتعرف على منحنى المعادلة (4 54): المماس هذا المنحنى عند أي 
نقطة يكون عموديا على المستقيم الواصل بين تلك النقطة ونقطة الأصل» انظر الشكل 
(T8)‏ هل تعرف هذا لمتحت ؟ 


لكى نظهر المعنى الكامل للمعادلة التفاضلية .)٤٤(‏ علينا أن نتصور اتجاه المماس الذي 
دة (٤ ٤(‏ عند کل نقطة (x,y)‏ ع هذا الا تجاه موصح ٤‏ الشكل ۲٥-۵(‏ ) علل عله تقاط _ له 
8" ٣ط‏ : رسمه عند جميع النقاط , هل تعرف المتحنيات بالمماسات المعطاة؟ 


۰ الطرق الرياضية في العلوم 


ار .دض 


شكل (٥۔٤۲)‏ 
(المماس عمودي على المستقيم الواصل بين نقطة التماس ونقطة الأصل) 





شكل (16-5) 


(القاعدة تعطى اتجاه الماس عند كل نقطة باستثناء نقطة واحدة) 
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الشكل )١560-5(‏ يلمح بمعنى المعادلة )٤٤(‏ فقط . نستطيع الحصول على نثيل كامل 
ط فق سكايقية. فرص أن ھا بدو حول لقو قل عا ميت ا اليا مك مط 
بالمعادلة )٤٤(‏ . هل لديك شك الآن في المنحنى الذي يحقق المعادلة (٤٤)؟‏ . 


إذا لم تعرف المنحنى بعل » يمكن حل هذه المعادلة من الدرجة الأولى بالطريقة التي 
تعلمناها في هذا الفصل من الكتاب . نفصل المتغيرات : 


dy = -XdxX 


ونكامل 


ادا كتبنا ثابت التكامل في الصورة م = © فإننا تحصل على 
الى = + 2ر 


حيث ‏ ثابت اختياري موجب . المعادلة التفاضلية (4 4) تحكم جميع الدوائر المتمركزة في 
نقطة الأصل كا عرفنا منذ البداية . 


معن في الأشكال (ه-5١)‏ و(ه-756). هل تقول الأشكال نفس ما تقوله المعادلة 
بالرموز؟ هل الشكل (70-5) صحيح تاما؟ 


البند التاللي (-7-4) يمهد لتعميم المثال السابق . 


(ه ‏ £ -؟) فضاءات المتحهات (Vector Fields)‏ 
تيار النهر الشابت الذي ألحم الكثير من الشعراء والفيلسوف اليوناني هير اكليتس 
010100110100 يمكن أن يوحى عض الأفكار الرياضية والشيزيائية اشامة , 
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نقول إن التيار ثابت ((5/664) إذا لم يتغير مع الوقت . النهر الذي ينساب بثبات لا يتغير 
تالس لل للمشاهد مع أنه في حركة فته وی لخ تسن نستطيع أن نتبين أي تغير فيه حتى بأقوى 
أجهزة المشاهدة. إلا تعد تعکر مسار التيار. 


ما هي التفاصيل الأساسية لحركة المائع الثابتة؟ للتيار سرعة معينة عند كل نقطة. سرعة 
جزء صغير من المائع عندما يمرمن النقطة . سرعة التيا رلا تتغير مع الوقت لأن الحركة ثابتة 
ولكنها قد تتغير من نقطة لأخرى . سرعة التيار عند أي نقطة ها قيمة واتجاه؛ إنها متجه 
ويمكن تمثيلها بقطعة مستقيمة موجهة, [راجع الجزء (؟-7)] . المعرفة الكاملة لحركة التيار 
تتطلب معرفة هذا المتجه. سرعة التيار. عند كل نقطة . 


قد ترس لا إلى مفو رياقي هزيا رفا المتسياة :بوذ اسيزمن الفا 
نعين عند كل نقطة منه متجها معينا له قيمة واتجآه. المتجه قد يكون قوة تؤثرعلى النقطةء أو 
سرعة جسيم مادي يمر عند النقطة » ويمكن تمثيل هذا المتجه هندسيا بقطعة مستقيمة موجهة 
متظطلقة من عذة النقظة . 


لكي نعطي هذا المفهوم حقه. علينا أن نوضحه بأمثلة عديدة من مختلف فروع الفيزياء . 
هذا سهل وذلك لوجود الكثير من هذه الأمثلة . ولكن ليس لدينا متسع دا . ولكن يمجن 
التأمل أكثر في مثالنا حول التيار التبرى الثابت . 


مسار الحزء الصغير في التيار الثابت يدعى خط الانسياب (51/768771116). سرعة اسيم 
المار بنقطة معينة تساوي المتجه عند تلك النقطة . إذن. خط الانسياب أومسار الجسيم ماس 
للمتجه عند النقطة. خط الانسياب هومنحنى عاس عند كل نقطة من نقاط لمتجه المجال 
الخارج من تلك النقطة. انظر الشكل (55-25). انظر الشكل (560-8؟) أيضا؟ إذا فسرناه 
على أنه مجال متجهات. فإن خطوط الانسياب هو دوائر متمركزة . 
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شكل (75-5) 


(خط انسياب في جال متجهات) 


إذا كان التيار ثابتاًء فإن مجال متجهات السرعة وخطوط الانسياب لا تتغير مع مرور 
الزمن . إذا نظرنا إلى محال المتجهات وخطوط انسياءها فإننا لا نلاحظ أي تغير. ومع ذلك لو 
استطعنا أن نميز بين أجزاء المائع المختلفة لشاهدنا حركة دائبة : أجزاء مختلفة من المائع تمر من 


لدينا هنا سمتان للتيار الثاست؛ استمرارية لا تتغير وتغير لا ينقطع . مقارنة هذه الأشياء 
قد تكون مثيرة. قد توحى لك بأفكار فلسفية إذا كنت ميالا للفلسفة . 


لقد سمي هير اكليتس بالفيلسوف الكتيب لأن نظرته للظروف الانسانية كانت نظرة 
كئيبة وأقواله غامضة . إليك اثنان من أقواله المبهمة : 
ولا يمكن النظر إلى النهر نفسه مرتين», لأن مياه جديدة تنساب باستمرار) 
«إننا ننظر ولا ننظر إلى الأنبار نفسهاء إننا نكون, ولا نكون) 


ما المعنى المقصود هذه الحمل؟ لن أحاول تفسيرها. ولكننى أعتقد أن فائل هذه الحمل 
اقترب كثيرا من صياعه مهوم «تيار المائع الثاتت): 


V٤‏ الطرق الرياضية في العلوم 
ذه ٤‏ - ۳( فضاءات (Direction fields) oll‏ 
إذا عممنا المثال )٤٤(‏ من )١-4-8(‏ فإتنا نحصل على المعادلة التفاضلية من الدرجة 


الأولى 


)٤٥( 9 fy), 
. حیث ( ۷ ,)/ دال معطاة‎ 


المعادلة التفاضلية (ه ؛ ) تعطى الميل :4/4 عند كل نقطة من المستوى (أوعند كل نقطة 
من جزء معين من المستوى نسميه المجال) الميل يساوي (3,1]/ عند النقطة (نز,:ة). علينا أن 


نحصل على منحني (أي منحنى . منحنى معين أوكل منحنى) الذي له الميل المطلوب عند 


نستطيع أن نتصورماذا تقول المعادلة التفاضلية (45) إذا أخذنا المستوى بمحورية 
المتعامدين ×ولرعلى أنه السطح الأفقى ا حر للتيار الغبرى الثابت . 


ما هى المعطيات؟ هناك انجاه عند كل نقطة من المجال ‏ خد اتجاه حركة السائل عند تلك 
النقطة على أنه الاتجاه المعطى . 


الذي له الانجاه المعطى عند كل نقطة من نقاطه . كل جسيم من السائل يتحرك على السطح 
الأفقى ال حر للنبر يعطي حلا للمعادلة التفاضلية : في الواقع ماس مسار الجسيم عند كل نة 
يشير إلى الاقياة الط اكهاة التبازرعط تلاك النفظة _ وعدا السار ىغط الالسياب: 
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إذن يمكن النظر إلى المعادلة التفاضلية من الدرجة الأولى من الصورة )٤٥(‏ على أنها 
مسألة حول تيار نبري ثابت: المعطى اتجاه التيار عند جميع النقط والمطلوب حساب خطوط 
الانسياته. 


إذا كان المطلوب «التكامل العام» أي مجموعة الحلول للمعادلة التفاضلية فإن علينا إيجاد 


إذا كان المطلوب أقل من ذلك. «تكامل واحد» أي أن المطلوب هو أي حل للمعادلة 
التفاضلية فالمطلوب إيجاد أى خط انسيابي . 


إذا كان حل المعاذلة التفاضلية خضع لشرط ابتداتى ؛ فعلينا ڪول الحصول على خط 
انسياب ىدا من نقطة معطاة . 


قف اة لقن اعجيدا قير اي ةا اق اة یهقف رتا 
تفسيرنا الفيزيائي للمعادلة التفاضلية (©54) بسرعة وبصورة غير مكتملة . لا يوجد أي 
اسصترافن على فس التعيات التى تحقق المعادلة على أنها خطوط السياب ق تثبارثابته. 
عندئد المعادلة (545) تعطي الميل (1,:)/ خط الانسياب المار بالنقطة (ر,») عند النقطة نفسهاء 
ولكنبا لا تعطينا اتجاه التيار (متجه السرعة) عند النقطة : إنبا لا تحدد أيًا من الاتجاهين 
الممكتين على الط بميلة المعطى , (يسكتنا هنا أن تستشهدهرة اممرى ببير اكليتس: والطريق 
إلى أعلى والطريق إلى أسفل هو الطريق نفسه») . إذن عندما نتحدث عن الشرط المفروض 
من قبل المعادلة التفاضلية على خطوط الانسياب. علينا كذلك أن نحدد «اتجاه المستقيم غير 
الموجه» وليس فقط «الاتجاه» [الأشكال (5-5 ؟) و(ه-76) كانت مضللة في هذا الخصوص] . 
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17 
ع 


57 - 


في الحقيقة, المعادلة التفاضلية لا تحدد فضاء المتجهات. إنها لا تعطينا قيمة المتجه عند 
النقطة (ا,*) ولا حتى انجاهه بصورة كاملة حيث إنها تترك خيارا بين احتمالين . المعادلة 
التفاضلية (45) في الحقيقة تعين «فضاء الامجاه» فقط. راجع الشكل )۲۷-٠(‏ وقارنه بالشكل 


(TE) 
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